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Resumen

La primera parte de este trabajo trata sobre la medida de Hausdorff y la dimension de
Hausdorff en R™. Comenzamos definiendo los conceptos basicos y presentando algunas
de las propiedades de la medida de Hausdorff, entre otras la relacién que mantiene
con la medida de Lebesgue, e introducimos el concepto de dimensiéon de Hausdorff.
Continuamos trabajando con semejanzas y conjuntos autosemejantes para obtener
un resultado que nos permite afirmar la existencia de este tipo de conjuntos bajo las
condiciones apropiadas, y calcular su dimensién. Durante la segunda parte del trabajo,
exploramos la relacién que mantienen la dimensién de Hausdorff de un conjunto y
las integrales de energia de medidas de Borel en R™ con soporte compacto que le
asignan medida positiva y finita. Esto, junto con ayuda de la teoria de distribuciones,
nos permite encontrar una identidad que relaciona las integrales de energia de una
medida de Borel con su transformada de Fourier, estableciendo asi una relacion entre
la dimension de Hausdorff y la transformada de Fourier. La parte final del trabajo
combina varios resultados vistos a lo largo de los capitulos anteriores para estudiar un
problema geométrico sobre la dimensién de Hausdorff y probar un teorema importante
relacionado con la conjetura de Falconer sobre conjuntos de distancias, que establece
que si la dimensién de un conjunto de Borel A en R™ es estrictamente mayor que
n/2, entonces el conjunto de distancias entre los pares de puntos de A tiene medida
de Lebesgue positiva.

Abstract

In this project, we study the Hausdorff measure and Hausdorff dimension in R™.
We begin by presenting the basic concepts and definitions and examining some of
the most important properties of the Hausdorff measure, such as its relation with
the Lebesgue measure. We later introduce the concept of Hausdorff dimension and
work with similarities and self-similar sets in order to prove a result which grants
the existence of such sets under specific conditions, along with a way to obtain their
Hausdorff dimension. During the second part of the project, we explore the relation
between the Hausdorff dimension of a set in R™ and the energy integrals of Borel
measures which provide said set with positive, finite measure. For this part we also
make use of some concepts from distribution theory. This allows us to find an identity
involving energy integrals of measures and the Fourier transform, thereby establish-
ing a relation between the Hausdorff dimension and the Fourier transform. Lastly,
we combine several results seen in previous chapters to study a geometric problem
regarding Hausdorff dimension, and we prove an important theorem related to Fal-
coner’s distance set conjecture, which states that if a Borel set A in R™ has Hausdorff
dimension strictly greater that n/2, then the set of distances between every pair of
points in A has positive Lebesgue measure.



Introduccion

En ocasiones el estudio de las propiedades geométricas de determinados conjuntos
requiere un analisis exhaustivo para el cual la medida de Lebesgue no es suficien-
temente precisa. Es aqui donde la nociéon de dimensiéon de un conjunto comienza a
ganar interés. Un ejemplo de esto es el conjunto de Cantor, que si bien contiene una
cantidad no numerable de puntos, tiene medida de Lebesgue nula. Esto sugiere que,
medido por una medida de “menor dimensién”, es posible que este conjunto adquiera
medida positiva y finita. Para dar sentido a esta idea se define la medida de Hausdorff,
que permite dotar a los conjuntos de R™ de una dimensiéon que no necesariamente
tiene que ser un ntimero entero. Los conjuntos cuya dimensién no es entera se cono-
cen a menudo como fractales, y dentro de esta familia se encuentran los conjuntos
autosemejantes, aquellos que contienen copias de si mismos. El conjunto de Cantor,
el tridngulo de Sierpinski, la curva de von Koch, etc. son ejemplos de este tipo de frac-
tales, e incluso en la naturaleza podemos observar estructuras autosemejantes. En la
primera parte del trabajo se estudian la medida de Hausdorff y sus propiedades, y los
conjuntos autosemejantes, para acabar viendo un resultado que nos permite calcular
su dimensién.

El problema de encontrar la dimensién de un conjunto normalmente consiste en aco-
tar su medida para ver que es positiva y finita. Con frecuencia es sencillo acotarla
superiormente mediante cubrimientos especificos, como veremos a lo largo del trabajo.
Sin embargo, obtener una cota inferior resulta mucho méas complicado. En la segunda
parte del trabajo se estudia el Lema de Frostman, que convierte este problema en el
de encontrar una medida apropiada sobre el conjunto del cual queremos calcular la
dimension. Este lema relaciona una propiedad de densidad de medidas con la dimen-
sion de Hausdorff, lo que resulta muy ttil para desarrollar multitud de herramientas
que nos serviran a lo largo de todo el trabajo. En particular, gracias a este resultado
podemos encontrar una relacién entre la dimension de Hausdorff y la transformada
de Fourier.

Finalmente, el Gltimo tema que tratamos en el trabajo estd relacionado con un pro-
blema geométrico sobre la dimension de Hausdorff y utiliza las herramientas vistas en
los capitulos anteriores. Se trata de estimar la dimension del conjunto de distancias
entre los pares de puntos de cierto subconjunto de R™ en funcién de su dimension. Los
resultados que veremos en esta parte estan fuertemente relacionados con la conjetura
de Falconer sobre conjuntos de distancias, problema que hoy en dia sigue abierto y
sobre el cual se sigue investigando (ver [2]).
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CAPITULO 1
Medidas de Hausdorff

Este primer capitulo estd basado en el capitulo 7 de [10] junto con el capitulo 4
de [8]. En él veremos qué son la medida y la dimensién de Hausdorff, los conjuntos
autosemejantes, y las propiedades que relacionan estos distintos objetos.

1.1. La medida de Hausdorff

Definicién 1.1 (Medida exterior de Hausdorff). Sea E C R"™ y a > 0. Se define la
medida exterior de Hausdorff a—dimensional de E como

mi(E) = lim HS(E),

6—0t

donde - -
7—[5 1nf{z diam F})*: E C U Fy,, diam Fj, < 5}
k=1 k=1

y diam S = sup {[lz — || : @,y € ).

Una de las primeras cosas por las que podemos preocuparnos es por si existe m}, (EF)
para todo E C R". Para ello basta con comprobar que existe ese limite.

Observacién. HS(E) crece conforme decrece 4. Si definimos

Sg(E) = {Z (diam Fy)* : E C U Fy,, diam F, < 5},
k=1 k=1

estd claro que si e < & entonces S5 (E) C S)(E), luego inf S5 (FE) > inf SS(E), o lo
que es lo mismo, HE (E) > HS(E). Por tanto, siempre existe lims_,o+ HS(E) (puede
ser infinito) y concluimos que siempre esté definido m* (E).

En particular esta observacién pone de manifiesto que H(E) < my(E). Ademas
también es sencillo ver que podemos sustituir los cubrimientos de E por cubrimien-
tos por abiertos o por cubrimientos por cerrados. Para verlo vamos a hacer algunas
observaciones previas.
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Definicion 1.2. Dado A C R"™ y e > 0, definimos

A*={z eR": d(z,A) <e}.

Notese que para cada £ > 0 el conjunto A° es abierto (dado que la distancia de un
punto a un conjunto es una funcién continua) y diam A° < diam A + 2e.

Observacién. Si F C R™ entonces diam F' = diam F. La desigualdad diam F' < diam F’
es inmediata, ya que ' C F. Para probar la desigualdad contraria, observemos que si
x,y € F, entonces x = lim,, o0 Tn, € ¥ = lim,,_s00 Yn con x,,,y, € F para todo n € N,
luego d(z, xy,),d(y, yn) < €/2 si n es suficientemente grande. Asi,

d(z,y) < d(z,zn) + d(2p, yn) + d(y, yn) < diam F' + ¢
para todo € > 0, y por tanto diam F' < diam F.
Proposicion 1.3. Dado E CR"™ y a > 0, se tiene
o0 )
Ho (E) = inf {Z(diaij)a : EC |JFj, diam Fj < 5} =
j=1 J=1

= inf {Z (diam C;)“: E C U Cj, Cj cerrado, diam C; < 5} =

j=1 j=1

= inf {Z (diamU;)*: E C U Uj, U; abierto, diamU; < (5} .
j=1 j=1

Demostracion. Comenzamos con los recubrimientos por cerrados. Si {FJ};; es un

—) O
recubrimiento de E entonces lo es también {F]} Y ademés
]:

oo o o
Z diam F} = Z diam Fj,
J=1 J=1

de manera que

NE

H° (E) = inf {

:inf{
J
>inf{

J

Cualquier recubrimiento por cerrados Cj cada uno de ellos con didmetro diam C; < §
es un recubrimiento por conjuntos con didmetro menor que ¢, luego la desigualdad

(diam F;)* : E C U F;, diam F; < 5} =
j=1

<.
Il
—

N

o0 [e.9]
(diam 75)": B |JF, Ec | F, diamF < 5} >
j=1 i=1

Il
—

NE

(diam C})*: E C | Cj, Cj cerrado, diam C; < 5} .
j=1

Il
—
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contraria también se da. Por tanto,
(e.) (o)
HC (E) = inf Z (diam Cj)*: E C U Cj, Cj cerrado, diamCj < 0 p .
j=1 j=1

Ahora vamos con los recubrimientos por abiertos. Para cada 6 > 0 con diam F}; < 9,
dado € > 0, defino, para cada j € N,

c 1/
> — diam F}, 6 — diam Fj ;,

L. .
gj < 5 Inin { ((dlaij)o‘ + 5

de manera que para todo j € N, se tiene diam F' jsj <dy

i (diam Fjsj) i diam F;)
j=1

j=1

Dado que los Fjsj son todos abiertos y forman un cubrimiento de FE,

J=1 J=1

Sinf{
J

Ho(E) < inf{ (diamU;)*: E C U Uj, Uj abierto, diamU; < 5} <

hE

(diamF;j)a: EC U F;, diam Fj < 5} <

-1 j=1
<H(E) +e.
Asi,
7-[5 = inf {Z (diam U;)*: E C U Uj, Uj abierto, diamU; < 5} .
7=1 j=1

1.2. Propiedades de la medida de Hausdorff

A continuacion vamos a enunciar y demostrar algunas propiedades particulares de la
medida exterior de Hausdorff.

Proposicién 1.4 (Monotonia). Si Ey C Ey entonces m)(E1) < mk(Es).

Demostracion. Cualquier cubrimiento de Fo es cubrimiento de Ej y por tanto (utili-
zando la notacién de la primera observacién) S9(Ey) C S%(E;). Tomando infimos y
limites cuando § — 0T se tiene. O
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Proposicién 1.5 (Subaditividad). Para toda {E; } ~ 1 familia contable de subconjun-
tos de R™, se tiene

Demostracion. Dado § > 0, para cada j € N se considera un recubrimiento {F}, k}zo 1
de E; con diam Fj; < &, de manera que Y52, (diam Fj;)® < H(E;) + /27 (lo
podemos tomar asi por ser H?(E ;) el infimo de esas sumas). Como {F],k‘}],k es un
cubrimiento de U]: E; por conjuntos con didmetro menor que 9, se tiene

M, (U Ej) <
=1 j

para cada ¢ > 0, luego H, ( i 1E])
§ — 07 concluye la prueba. O

(diam Fjp)* < D HA(E)) +e

AL

1

17-{6( i), y tomando limites cuando

Proposicién 1.6. Sean Ei, E; C R" tales que d(E1, Ey) > 0. Entonces

mZ(El U Eg) (El) +m (Eg)

Demostracion. Por ser d(E, Ey) > 0, existe € > 0 tal que d(E1, E2) = ¢ y también
EiNEy; = 0. Sea {F)},-, un cubrimiento de E; U Ey con diam F}, < e. Entonces
{Fk}}zozl es un cubrimiento de E; y {F,f}zozl es un cubrimiento de Es, con F} =
Fp,NE;, i=1,2,y diam F} <e. Ademaés, para cada k € N,

(diam F,g)a + (diam F,?)a < (diam Fy)®,

ya que o bien F}! = () o bien F? = (), y diam () = 0 (si F} # 0 para ambos i = 1,2,
entonces existen a € Fy y b € FEo con a,b € Fy, luego d(a,b) < € < d(E1,Es) y
llegamos a una contradiccién). Con esto se tiene

i (diam Fkl)a + i (diam F,?) i diam Fy)?,
k=1 k=1 k=1

y como H(E;) < %2, (diam F, ,f;,)a, basta tomar infimos en la expresién de arriba
para llegar a
Ho(E1) + Ho(Ey) < HY(Ey U Ey).

Tomando limites cuando § — 07 se tiene la desigualdad
mZ(El) + mZ(EQ) < mZ(El U Eg).

La desigualdad contraria sale gracias a la subaditividad. ]

Hasta ahora las propiedades 1.4 y 1.5 nos garantizan que m}, es una medida exterior
sobre R™, y como este es un espacio métrico y también se cumple la propiedad 1.6,
entonces m}, es una medida exterior métrica. En particular esto quiere decir que los
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conjuntos de Borel son medibles (y m}, es una medida sobre la o-dlgebra de Borel en
R™), tal y como afirma el siguiente teorema, cuya demostracién queda en el apéndice
A.

Teorema 1.7. Si X es un espacio métrico y u* es una medida exterior métrica sobre
X entonces los conjuntos de Borel son p*-medibles.

Conviene senalar que no vamos a intentar encontrar la mayor familia de conjuntos
medibles por la medida exterior de Hausdorff, y trabajaremos habitualmente con
la o—dlgebra de Borel en R". Ademads, si E es un boreliano, denotaremos m}(E)
por my(E), la medida de Hausdorff a—dimensional de E o simplemente medida de
Hausdorff de £ (dado que los borelianos son medibles). A continuacién seguimos
exponiendo méas propiedades.

Proposicién 1.8 (Aditividad numerable). Si {Ej};il es una familia contable de
borelianos disjuntos entonces

mMeq (U E]) = Zma(Ej).
j=1 j=1

Demostracion. Dado que los borelianos son medibles, se tiene por la definicién de
medida. O

Proposicién 1.9. La medida de Hausdorff es invariante por traslaciones
mo(E +h) =mq(E) VYheR"

y rotaciones
ma(r(E)) = mo(E)  r rotacion en R™,

y se comporta bajo dilataciones de la siguiente manera

Mma(AE) = \*ma(E) YA > 0.

Demostracion. La primera y la segunda parte se deducen de que las traslaciones y
las rotaciones son ambas isometrias, y por tanto diam F' +h = diam F' y diamr(F') =
diam F. La tercera parte se deduce de que (diam AF)® = \* (diam F))“. O

Proposicién 1.10. Sia =0, mo(E) cuenta la cantidad de puntos de E y mj(E) =
m(E) si E C R.

Demostracion. Para la primera parte consideramos A = |J,c4{a} y vemos que
H)({a}) = 1. El resultado se obtiene aplicando la propiedad 1.6.

Para demostrar la segunda parte se demuestran cada una de las desigualdades. Para
la primera, s6lo hay que notar que para todo ¢ > 0 se tiene

m(E) = inf{i diam I, : E C G Ik} < HI(E).

k=1 k=1
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Para la segunda basta con observar que podemos tomar I, = [kd, (k+1)d], k € Z con
diam I, = 0. Asi, diam(C; N I) < § y por tanto > ;2 diam(C; N I) < diam Cj.
De esta manera se tiene

m(E) :inf{Zdiaij : AC U Cj} >

j=1 j=1

> inf {Z Z diam(C;jN1y): AC U Cj} > HI(E).
O

Las siguientes dos propiedades ilustran la relacién que hay entre la medida de Lebes-
gue en R”, que denotamos por m, y la medida n—dimensional de Hausdorff.

Proposicién 1.11. Sea E C R™ un boreliano. Entonces c,m,(E) = m(E) donde c,,
es la constante m(B)/(diam B)" y B es la bola de radio 1 en R™.

Proposiciéon 1.12. Sea E C R™ un boreliano. Entonces:

cnmp(E) <m(E) < 2"¢,my,(E)

Las demostraciones de ambas propiedades requieren cierto trabajo previo. En par-
ticular, para demostrar la proposicién 1.11 es necesario utilizar la desigualdad iso-
diamétrica, que establece que de entre todos los conjuntos con diametro d, la bola
(de didmetro d) es la de mayor volumen. La demostracién de esta desigualdad pasa
por muchos conceptos que inicamente necesitaremos en esta parte del trabajo, y que
se pueden encontrar a lo largo de la seccién 2.2 de [4]. Por ello, todos los resultados
necesarios para entender las demostraciones de ambas propiedades quedan en el apén-
dice A junto con la demostracion de la proposicién 1.11. A continuacién demostramos
Unicamente la proposicién 1.12.

Demostracion (Proposicion 1.12). Utilizando el lema A.4, para cada ,6 > 0 pode-
mos encontrar un cubrimiento {B;} de E por bolas de didmetro diam B; < § y con
> m(Bj) <m(E) +e. Asi,

(diam B;)" _

HO(E) < (diam By,)" =Y m(B;) (B

=cp D m(B;) < ¢ (M(E) +e),

y haciendo que e — 0y § — 0 se tiene m,(E) < c;'m(E).

Para la desigualdad contraria consideramos {Fj}j un cubrimiento de F que cumple
>_; (diam F})" < my,(E) +¢. Dado que los conjuntos Fj son acotados, para cada uno
de ellos podemos encontrar una bola B; de didmetro diam B; = 2diam F}; y tal que
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F; C Bj. Ademés {B;} también es un cubrimiento de E. Por tanto

m(E) < Z m(Bj) = 2"cy, Z(diam Fp)" < 2%, (mp(E) +¢)

y haciendo que € — 0 se tiene m(E) < 2"¢,,my,(E). O

Por 1ltimo, la siguiente propiedad es de gran importancia, ya que permite definir el
concepto de dimension de Hausdorff de un conjunto.

Proposiciéon 1.13. Sea E C R" y a < 8. Entonces
I. my(E) <oo= mj(E)=0.
II. mj(E) > 0= my(E) = cc.
Demostracién. Si diam Fj, < 0 y a < 3, entonces
(diam F},)? = (diam F},)?~(diam F},)® < 6°~%(diam F},)?,
y tomando infimos sobre los cubrimientos se tiene
HY(E) < P *H(E) < 67 *mi(E).

En I, al ser m}(E) < ooy f —a > 0, dejando § — 0 se tiene mg(E) = 0. Para
demostrar II se observa el contrarreciproco de I O

Antes de finalizar la seccién, vamos a hacer algunas observaciones sencillas que se
deducen de las propiedades que acabamos de ver.

1. Si @ es un k-cubo en R™ entonces 0 < my(Q) < oo.

2. Si A C R™ es un abierto no vacio de R", entonces my,(A) > 0 y por tanto
ma(A) =00 si a < n.

3. Para cualquier boreliano E C R", si @ > n entonces m,(A) = 0 para todos los
abiertos A C R™ que cubren E, y por tanto mqy(E) = 0.

1.3. Dimension de Hausdorff

De la propiedad 1.13 podemos deducir que, dado un boreliano £ C R”, existe un

tinico a > 0 tal que
oo sif<a
ms(E) = .
0 sif >«

Esto es lo que motiva la siguiente definicién.
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Definicién 1.14 (Dimensién de Hausdorff). Sea E C R™ un boreliano. Se define la
dimension de Hausdorff de E como

dim E = inf {#: mg(E) =0}.

Para a = dim F lo Unico que podemos afirmar sobre la medida de Hausdorff de
E es que 0 < mq(F) < oo. Si las desigualdades son estrictas, se dice que E tiene
dimension de Hausdorff estricta a. De hecho, es facil observar que si para cierto a se
tiene 0 < mq(E) < 0o entonces tiene que ser a = dim E. A menudo, para probar que
« es la dimensién de un conjunto E, comprobaremos que 0 < mq(E) < oc.

Diremos que un conjunto con dimensién de Hausdorff fraccionaria es un fractal. Lo

que exponemos a continuaciéon son un par de ejemplos de fractales y del calculo de
sus dimensiones.

1.4. Ejemplos

1.4.1. El Conjunto de Cantor

El primer ejemplo es el del conjunto de Cantor, C, que se construye eliminando en cada
paso los tercios centrales de los intervalos que quedan del paso anterior, comenzando
con el intervalo [0, 1].

Definicion 1.15. El conjunto de Cantor C resulta de la siguiente construccion.

» Sea Cy = [0,1], entonces construimos Cy dividiendo Cy en tres partes iguales y
eliminando el intervalo abierto central (A1 ).

» 0 = Clucy, Cf = {0, %} y C = [%,1} y construimos Co dividiendo cada
uno de los intervalos anteriores en tres partes y eliminando el intervalo abierto
interior en cada uno de ellos (AJ2 j=1,2). Queda Co = C? UC3UC2UC3.

= C; es la union de 27 intervalos cerrados de longitud 377 (C’,]C k=1,..,27). Para
construir Cj11 dividimos cada uno de esos intervalos en tres y eliminamos el
intervalo abierto central de cada uno de ellos (Al 1 =1,...,2771).

El conjunto de Cantor es

c=¢;.
j=1

Observacién. C es interseccion de compactos (y en particular cerrados), de manera
que es cerrado, y como C C [0, 1], es ademds compacto y no vacio.

Lo que vamos a demostrar més adelante es que dim C = log 2/ log 3, y para ello vamos a
necesitar tratar con la funcién de Cantor-Lebesgue, que se construye sobre el conjunto
de Cantor manteniéndose constante sobre los abiertos que se van eliminando en cada
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paso de la construccién de C e interpolando linealmente sobre los conjuntos C;. Esta
es una de muchas definiciones equivalentes, y es la que mas ttil resulta para lo que
queremos hacer.

Definiciéon 1.16. La funcion de Cantor—Lebesque se construye de la siguiente ma-
nera. Para cada k € N,

k(z) = 212;1114{(@, l=1,..,227Y  para cada j <k
fzk(ﬂf) para cada | < ok

donde ff(z) : Cf — [0,1] cumplen ff(0) =0 y f% (1) = 1, son lineales, crecientes
y hacen que Fy sea continua. Entonces la funcion de Cantor—Lebesque es F' y

F(z) = lim Fy(x).

k—o00

Observacion. Por la construccion de F,

Fusi(2) = Fu@)] <2771 var e [0,1), (1.1)
de manera que
k k 1
|Frgk (@) = Fu(@)] <37 [Fogj(@) = Fagjr (@) < ) oy =
j=1 j=1
k
1 1 1
_ = - = —(k=1) il
_2n.22j n(l 2 >§2n
7j=1
Es decir, si m > n,

(1.2)

Por tanto, dado € > 0, existe N € N tal que 27V < ¢, y si tomamos m,n € N con
m > n > N entonces |Fp(z) — Fp(z)| < 27" < 27N < ¢, luego {F,(x)},cy es de
Cauchy, y por tanto es convergente. Asi F;, — F uniformemente conforme n — oo y
F' es continua.

Ademas, como [0, 1] es conexo, F'(0) =0, F(1) =1y F es continua, F ([0,1]) = [0, 1]
y F' es sobreyectiva. De hecho, F' envia C en [0, 1]. Vedmoslo.

Siy €[0,1] es de la forma y = 2 con 0 < m < 2%, existen j < ky 0 <1< 27 tales
que para algin z € Aj, se tiene y = F(x), y por tanto también existe otro Z € fl{
(en el extremo del intervalo) que cumple z € C y F(z) = y. Por otro lado, si y no es
de esa forma, entonces al ser F' sobreyectiva, existe x € [0, 1] tal que F(x) =y, pero
no puede ser r € Af para ningtn k € N ni I = 1,..., 21, pues si lo fuera entonces
Y = 5. Asi z tiene que estar en C. Por tanto F'(C) = [0, 1].

En particular acabamos de probar que F' es una funcién de distribucién de una medida
de probabilidad en [0, 1] que dota al conjunto de Cantor (que es de medida de Lebesgue
0) de toda la probabilidad.
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Nota. Antes de continuar, vamos a aclarar (1.1). Dado k € Ny z € [0, 1] distinguimos
los siguientes casos.

w Six e A{ para algin j < ky 0 <1 < 2/~! entonces

Fiop1(z) = Fy(ax) = |Fp1(2) — Fy(a)| = 0 < 27k,

= Six € Af“ pero x ¢ A{ para todo j < k y ningtn [ = 1,...,27~! entonces

x € Cp. Ast, Fpy1(z) = 221 para algtin 1 y 52 < Fi(z) < 2%, luego

2 2k

L, (20—-1 1—1 1 20 —1 1
Fora(o) = Felo) < wi { s = o e = 2 b = e

= Si no, entonces x € Cy1, de manera que x € Cx y por tanto pueden ocurrir dos
cosas distintas:

[y

© Fppi(z) < Fp(2) y Fepi(z) > 585, Fr(r) < 351

« Fepi(x) 2 Fi(x) y Frpa(z) < 351, Fi()

v
S
)
b

Estimando y juntando ambos casos se obtiene

1
|Fit1(z) — Fie(z)| < SEFT

De manera que la desigualdad se cumple para cualquier k£ € N y para todo = € [0, 1].

Ahora que sabemos que F' lleva C en [0, 1], para poder calcular la dimensién de
Hausdorff de C va a ser necesario trabajar con el concepto de funcién Lipschitz. En
general se puede definir lo que es una funcién Lipschitz entre dos espacios métricos,
pero para lo que necesitamos nosotros veremos el caso en que esos espacios son R™
con la distancia usual.

Definicién 1.17. Una funcion f: E — R", E C R" es Lipschitz (o satisface una
condicion Lipschitz) de exponente v (o es Holder «y) si existe M > 0 tal que

() = F)ll < Mz —y[” Va,y € E.

También vamos a necesitar el siguiente lema.

Lema 1.18. Si f es una funcion Lipschitz de exponente v definida sobre un compacto
FE, entonces
mg (f(E)) < MPma(E),

donde = a/~.

Demostracion. Supongamos que {Fj},.c g es un cubrimiento finito de £ (que es com-
pacto). Entonces {f(Fy N E)},cx cubre f(E) y como f es Lipschitz de exponente y
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en F, se tiene
diam f(Fy N E) = sup {|f(z) — f(y)| : z,y € N E} <
<sup{Mlz—y|": z,y € FyNE} =
= M (diam f(F, N E))".
Por tanto,
3 (diam f(ENF))Y < M7 Y (diam E N F)°,
keK keK

y tomando infimos en el conjunto de cubrimientos con didmetro < ¢ y limite cuando
6 — 0, se tiene .
ma (f(E)) < M mq(E).

~

Lema 1.19. La funcion de Cantor—Lebesgue es Lipschitz con v = log2/log 3.

Demostracion. La funcion F), crece, en cada intervalo de longitud 37", una altura de
27" yen A{ es constante, de manera que su pendiente estd acotada por 27"/37" =

(3/2)" N
Fao) = Bl < (5) lo ol

Tomando limites en m en (1.2) se tiene |F(z) — F,(x)] < 1/2™, que junto con la
estimacién anterior queda

[F(z) = F(y)| < [F(z) = Fa(@)| + |Fa(z) = Fa(y)| + [F(y) — Fuly)| <

3\" 2 3"z —y|+2
§<2> e T

Para cada z e y fijos elegimos n tal que

3l < <3 = 1<3"z—y| <3,
|z =yl
de manera que
3+2 5
|B(2) = Fly)l < = = g3 < Mz —yl".

O]

Teorema (Dimension de C). El conjunto de Cantor C tiene dimension de Hausdorff
a =log2/log 3.

Demostracién. Para demostrarlo, es necesario comprobar que 0 < mq(C) < oo con
a =log2/log3.

Para la primera desigualdad basta ver que para todo k € N, C es un cubrimiento
de C. Para cada § > 0 tomamos K € N lo suficientemente grande como para que
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37K < 4, y como Ck es la unién de los C]’-C con j =1,...,2F y cada uno de ellos tiene
didmetro 37X entonces estos son un cubrimiento de C de didmetro menor que 4§, y

por tanto
Ho, < 28(3% ) =1F =1,

obteniendo asi mq(C) <1 < 0.

Para la desigualdad contraria, vemos que por ser C un conjunto compacto y dado que
F' es Lipschitz de exponente v = log2/log3 y F(C) = [0, 1], se obtiene del lema 1.18,

m([0,1]) < Mma(C),

luego
1

1.4.2. El Tridngulo de Sierpinski

El tridngulo de Sierpinksi, S, es un conjunto en el plano que se construye de manera
similar al conjunto de Cantor. Comienza con un tridngulo equilatero de lado 1 y en
cada paso se va eliminando el triangulo central de cada tridangulo del paso anterior.
En el paso k se obtiene un conjunto compacto Sy y el triangulo de Sierpinski es la
interseccion de todos ellos

S=) S,
k=1

y por tanto es también un conjunto compacto. Ademds, cada Sj es unién de 3*
tridngulos equildteros (cerrados) de lado 27F.

La dimensién de Hausdorff de S es log 3/ log 2. Para demostrarlo se sigue una estruc-
tura similar a la que utilizaremos para probar un teorema importante mas adelante.
Por esta razén, dejamos esta prueba en el apéndice B.

1.5. Autosemejanza

En los dos ejemplos anteriores, los conjuntos C y & son autosemejantes. Este tipo
de conjuntos se caracteriza por tener copias de ellos mismos contenidas dentro. El
conjunto de Cantor estd formado por dos copias de si mismo, una en [0,1/3] y otra
en [2/3,1], y el tridngulo de Sierpinski también tiene copias de si mismo, una en cada
uno de los tridngulos que aparecen en S;. Lo mismo ocurre dentro de estas copias:
cada una estd formada por copias del conjunto, y a la vez estas copias estan formadas
por mas copias, y podemos seguir asi hasta donde queramos. En general, cada paso
de la construccion de estos dos conjuntos admite copias (dilatadas) del conjunto.

Para terminar el capitulo, vamos a dedicar esta seccién a estudiar el concepto de
autosemejanza para ver como trabajar con estos conjuntos y finalmente encontrar su
dimensién de Hausdorff.
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Definicién 1.20 (Semejanza). Una funcion S : R — R" es una semejanza de
razon r > 0 si

15(z) = Sl = rllz - yll.

Se puede demostrar que una semejanza es la composicién de una traslacién, una
rotacién y una homotecia de razén r.

Definicién 1.21 (Conjunto autosemejante). Dadas S, ..., Sy semejanzas de razon
coman r > 0, decimos que el conjunto F© C R™ es autosemejante si

F=5(F)U..USy(F).

Vamos a ver cémo los dos conjuntos que hemos tratado en la seccién anterior son
autosemejantes encontrando las semejanzas asociadas a cada conjunto.

Ejemplo. El conjunto de Cantor es autosemejante por las semejanzas

2
y Sa(w) = +

T
Si(@) = 373

Wy

ambas de razén r = 1/3.

Para el tridngulo de Sierpinski, si del tridngulo inferior izquierdo de & situamos su
vértice inferior izquierdo en el origen, y denotamos su vértice superior como « y
su vértice inferior derecho como 3, entonces se ve que S es autosemejante por las
semejanzas

siew) = (3.5). Sl =a+ (5.5). swn=o+(5.5).

Ahora podemos pensar si cuando tenemos m semejanzas de razén r necesariamente
habra conjuntos autosemejantes por esas semejanzas, y en el caso de que los haya, si
habra uno o méas de estos. Para ver esto vamos a trabajar con un par de lemas y el
concepto de distancia de Hausdorff.

Lema 1.22. Dadas Sy, ..., Sy, semejanzas de razon r > 0, existe una bola B tal que
Sj(B) C B para todo j =1, ...,m.

Antes de demostrar este resultado, observemos que este lema nos da una idea de que
para construir el conjunto F autosemejante que queremos, dadas las m semejanzas,
podemos empezar con B e ir aplicando las semejanzas a B hasta reducirlo a un
conjunto F' que quede invariante por estas.

Demostracion (Lema 1.22). Si S es una semejanza de razén r entonces
IS@)II < 15 (=) = SO +[[SO) = rlla| + [SO)].

Si R es el radio de la bola que deseamos encontrar, queremos que ||z|| < R implique
|S(x)|| < R. Basta tomar R tal que

rR+[|S(0)]| <R,
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es decir, R > ||5(0)||/(1 —r). Asi para cada j = 1, ..., m obtenemos B; centrada en el
origen, tal que S(B;) C B;. Podemos tomar B como la bola de mayor radio de entre
las bolas B; para tener S;(B) C B. O

Definicién 1.23. DNadas S1, ., Sm semejanzas de razén r > 0, y dado A C R", se
define la aplicacion S : P(R™) — P(R™) con S(A) = S1(A)U...U S, (A).

Es facil comprobar que si A ¢ A’ C R" entonces S(A) C S(A’). Ahora vamos a
trabajar un poco con la distancia de Hausdorff, que se puede definir para espacios
métricos en general, pero nosotros la definiremos para R". Previo a ello conviene
recordar la definicion 1.2.

Definicién 1.24 (Distancia de Hausdorff). Sean A, B C R™ conjuntos compactos. Se
define su distancia de Hausdorff como
dr(A, B) :inf{5: AcB yB CA‘S}.

Observacién. Podemos definir dyy de otra manera distinta que serd muy 1til a la hora
de demostrar sus propiedades. Primero observamos que

inf{5 : AC Bé} =inf{d: sup{d(a,B): a€ A} <} =
=sup{d(a,B): a€ A},
y por tanto la distancia de Hausdoff se puede definir de la siguiente manera

di(A, B) = méx {sup{d(a,B): a € A} ,sup{d(b,A): be B}}.

Proposicién 1.25 (Propiedades de dy). Sean A, B,C C R™ compactos y Si, ..., Sm
semejanzas de razon r > 0 en R™.

I dy(A,B)=0<= A=B.

IL dp(A, B) = du (B, A).
III. dg(A,B) <dg(A,C)+dy(C,B).
1V, di(8(A),5(B)) < rdu(A, B).

La demostracion de estas propiedades consiste en utilizar la definicién 1.24 y manejar
supremos e infimos apropiadamente para conseguir las relaciones que nos interesan.
Por ello, queda en el apéndice C.

Llegados a este punto podemos hablar sobre la existencia de un conjunto F' auto-
semejante dadas las m semejanzas de razoén r. ApliciAndolas de manera iterada a la
bola del lema 1.22, podemos ver que la propiedad IV de la proposicién 1.25 nos da a
entender que r tiene que ser menor que 1.

Teorema 1.26. Sean Si,..., S, semejanzas de razon 0 < r < 1 en R™. Entonces
existe un unico conjunto I C R™ compacto y no vacio tal que

F=81(F)U..USn(F).
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Demostracion. Comenzamos probando la parte de existencia. Empezamos eligiendo

B (cerrada) como la del lema 1.22; y denotamos

=S¥B)=280..058(B).

k)

Como S; es continua (i = 1,...,m) y B es compacta, S;(B) es compacto y por tanto
S(B) es compacto. Por inducciéon S*(B) también es compacto, luego los Fj, son com-
pactos todos ellos. Ademads, son no vacios y de nuevo, por induccién, Fj1 C Fj, ya

que S(B) C B. Por tanto
o0
F=)F
k=1

es compacto y no vacio. Ahora, veamos que

S (ﬁ Fk> = ]ﬁ Fy.

C) Sea @ € S(F). Entonces existen 1 < j <m y a € N7, F}, tales que @ = S;(a).

Se tiene a € Fy,, Yk € N, y como Fjy1 = S(F},) entonces a = Sj(a) € Fj41 para
todo k € N. Esto es lo mismo que decir @ € Fy para todo k > 2, de manera que

k=2

D) Sea a € Ny Fr = N3, S(Fk). Entonces para todo k € N existe 1 < j, < m
tal que a € S}, (F)). Al haber una cantidad finita de posibles jj e infinitos k,
existe una subsucesion {k,} -, tal que j, = ¢ para algin 1 < ¢ < m fijo. De
esta manera a € S;(Fk, ) para todo n € N. Como Fj, C Fj para todo | < ky,

kn
Fo, = F -
=1

Por tanto, para todon € N, a € S; (ﬂﬁl Fl>, luego

a€sS; <fjl Fk> cS (fjl Fk> .

Finalmente S(F) = Niey Fi, = F, de manera que queda demostrada la existencia.

Para la unicidad basta ver que si G también cumple G = S (@), entonces

dy(F,G) = dy (S(F), S(G)) < rdy(F,G)

y como 7 < 1 se tiene di(F,G) = 0y por tanto F' = G. O
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Ahora bien, si tuviésemos d(S;(F), S;(F')) > 0 para todo 4, j = 1,...,m entonces
m
ma(F) = Zma (Si(F)),
i=1

y como S; dilata con factor r, se tiene que my, (S;(F)) = r*my(F), y utilizando la
igualdad anterior,
ma(F) = rmmq(F).

Si ademads tuviéramos m(F') < oo, obtendriamos

logm
o= .
log1/r

Con esta idea vamos a dar una condicién para las semejanzas bajo la cual vamos
a poder calcular la dimension de Hausdorff del conjunto autosemejante al que dan
lugar.

Definicion 1.27. Las semejanzas Si, ..., Sy son separadas si existe un abierto A
para el cual
ADSI(A)U...USK(A)

y los conjuntos Sj(A) son disjuntos (dos a dos).

Finalmente vamos a ver el teorema que nos permite calcular la dimensién de Hausdorff
de los conjuntos autosemejantes por semejanzas separadas. Para ello, utilizaremos un
lema que aparece tras la demostracién del teorema.

Teorema (Dimensién de conjuntos autosemejantes). Sean Si, ..., Sy, semejanzas se-
paradas de razon 0 < r < 1 en R™. Entonces el conjunto F' dado por F = S(F') tiene

dimensién de Hausdorff o = 198
log1/r

Demostracion. La prueba del teorema sigue los mismos argumentos dados en la de-
mostracion del teorema sobre la dimension del tridngulo de Sierpinski (apéndice B)
pero generalizandolos.

Para la desigualdad m(F) < oo es facil observar que S¥(B) cubre F y es unién

k conjuntos de didmetro menor o igual que c¢r* (donde ¢ = diam B), ya que

de m
cada uno es imagen de la composicién de k semejanzas Sy, o...0 .S, (B) (recordar el
lema 1.22 y la demostracion del teorema 1.26). Por tanto, dado 6 > 0 elegimos k lo

suficientemente grande como para que crk < 4,y se tiene

HAF) < Y .. > (diam Sy, 0...08,,(B))" <

1<ni<m 1<nip<m
< drfmk = ¢ < .
La otra desigualdad requiere algo méas de trabajo. Fijado un punto x € F, se definen

los vértices del paso k como los m* puntos de F' que vienen dados por Sy 0...08, ()
conl <n; <m,t=1,..., k. Cada uno de ellos se puede denotar mediante la etiqueta
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(n1,...,ng). No es necesario que sean todos distintos, de hecho tal y como los hemos
definido pueden coincidir entre ellos.

Se definen los abiertos del paso k como los m* conjuntos de la forma Sy, o...0S,, (A)

conl <n; <m,i=1,..,k y donde A es el abierto de la definicién 1.27. También
los denotaremos con etiquetas de la forma (nq,...,nx), y como los abiertos del primer
paso son disjuntos gracias a la condicién de separacién, los del paso k también lo son.
Por tdltimo, vamos a denotar al vértice v por su etiqueta, y al abierto con la misma
etiqueta lo denotaremos A(v), ya que la correspondencia entre etiquetas es biyectiva.

Basta demostrar que si {B; } _, es un cubrimiento de F' por bolas de didmetro menor
que § (que podemos tomarlo por ser F' compacto), entonces

N
Z diam B;j)* > ¢ > 0,
7j=1

ya que de cualquier recubrimiento de didmetro menor que 6/2 podemos extraer uno
por bolas de didmetro menor que §. Vamos a elegir k tal que

r* < min diam B; < pht

1<j<N
y denotamos N; al niimero de bolas del cubrimiento que cumplen
! . ‘ -1
r' <diam B; <r

Utilizando el lema 1.28, se tiene que el niimero total de vértices del paso k que se
pueden cubrir por {B-}N tiene que ser menor o igual que c); NymF=t vy como

{B; } _, cubre todo F', los mF vértices del paso k tienen que estar cubiertos, luego

mk < CZ Nlmk_l
l

y por tanto > ; Nym*~t > ¢ para alguna constante ¢’ > 0. Ahora, como mr® = 1, se
tiene

N
Z(diam Bj)* > ZNlrlo‘ >d >0.
Jj=1 l

O

Lema 1.28. Sean S, ..., Sy, semejanzas separadas de razon 0 <r <1 en R", k € N,
0>0yB= {Bj}j.vzl un cubrimiento de F = S(F) por bolas de didmetro menor que
6. Si B € B satisface

7t < diam B < pi-1

k=t wértices del paso k.

para algun | < k, entonces B contiene como mucho cm
Demostracion. Sea v es un vértice del paso k tal que v € B, y A¥(v) su abierto
correspondiente del paso k. Entonces, al estar v a una distancia fija de A y ser este
de didmetro finito, se tiene
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1. d(v, Ak(v)) < er®

2. drk < diam AF(v) < erF

donde ¢ y ¢ son constantes. En particular estas dos propiedades garantizan que
A¥(v), Al(v) C B* para alguna dilatacién B* de B (independiente de k) cuyo radio
es como mucho Cr!, donde C es una constante que depende tnicamente de ¢. Por
tanto para cada v € B, si A'(v) es su abierto del paso I, A'(v) C B*. Ademaés
m(B*) < Dr™, donde D es una constante independiente de 7k, y si m(A) = V,

entonces m (Al(v)> = Vrrl, Si {Aé};”:ll son los abiertos del paso [, llamando H =

{j : Aé- C B*},

DI > () > m ( U Aé) > 3 m() = Vit = Cord()V

jeH jeH jeH

luego Card(H) < D/V y B* contiene como mucho D/V abiertos del paso [. Por
tanto, a lo sumo hay (D/V)m*~! vértices del paso k en B. O



CAPITULO 2

Lema de Frostman e integrales
de energia

En esta parte del trabajo vamos a ver como podemos relacionar la dimensién de
Hausdorff de un conjunto con una propiedad de densidad de las medidas. También
veremos cémo esto enlaza con la a—energia de un conjunto y bajo qué condiciones
podemos afirmar que « es mayor o menor que su dimensiéon de Hausdorff.

Antes de comenzar, introducimos algo de notacién que vamos a utilizar a lo largo de los
capitulos siguientes. Denotaremos por C'(R™) al conjunto de funciones f : R” — C
continuas. Al subconjunto de las que tienen soporte compacto lo denotaremos por
Co(R™), y al conjunto de aquellas que sean suaves lo denotaremos por C*°(R"). El
conjunto C§°(R™) lo formaran por tanto las funciones f : R® — C suaves y de
soporte compacto. Denotaremos por S(R™) a la clase de Schwartz en R™. También,
dado un conjunto A C R™ de Borel, denotaremos por M(A) al conjunto de medidas
de Borel p con soporte compacto sop (1) C A y que cumplen 0 < p(A) < oo. Por
ultimo, pasaremos a denotar ||-|| en R™ por |-|.

2.1. Convergencia débil

El primer resultado importante de este capitulo que veremos es el Lema de Frostman,
que nos facilitara el problema de encontrar una cota para la dimensién de Hausdorff
de un conjunto. Para demostrarlo vamos a necesitar algunos conocimientos sobre
convergencia débil de sucesiones de medidas.

Definicién 2.1 (Convergencia débil). Una sucesion (p1;)32, de medidas de Borel en
R™ converge débilmente a una medida de Borel u si para toda ¢ € Co(R™) se tiene

/cpduj — /cpdu-
J—00

Teorema 2.2. Toda sucesion (p1;)32, de medidas de Borel en R™ para las cuales
sup; 1 (R™) < oo tiene una subsucesion que converge débilmente.

19
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Este resultado es el Teorema 2.4, p. 16 de [9].

Definicién 2.3. Diremos que la familia {¢.: ¢ > 0} de funciones 1. : R" — R
continuas y no negativas es una aproximacion de la identidad si sop(y:) C B(0,¢) y
J e =1 para todo € > 0.

Habitualmente tomaremos una funcién ¢ € C§°(R") y obtendremos una aproximacién
de la identidad 9. € C§°(R™) definiendo . (x) = e~™p(x /) para cada € > 0. Esta es
la definicién 2.5, p. 16 de [9].

Definicion 2.4. Dadas f: R — R, u y v medidas de Borel, definimos la convolu-
cion de f y p por

frn@)= [ o= y)dni),

stempre y cuando exista la integral, y la convolucion de p y v viene dada por

/npd(,u k) = //go(a: +y)du(x)du(y) Ve e Co(R™) no negativa.

Teorema 2.5. Sea {¢.: ¢ > 0} una aproximacion de la identidad y p una medida
de Borel en R™ localmente finita. Entonces . * u converge débilmente a p cuando
e —0.

Este resultado es el Teorema 2.6, p. 17 de [9].

2.2. El Lema de Frostman

Lema 2.6 (Lema de Frostman). Sean 0 < a <n y A C R" un conjunto de Borel.
Entonces mq(A) > 0 si y solo si existe p € M(A) tal que

w(B(x,r)) <r* VreR" r>0. (2.1)
En particular,

dim A = sup{a: Iu € M(A) que satisface (2.1)}.

Para demostrarlo, vamos a ver un resultado previo que se desprende del Lema 1, p.
1 de [1] junto con el Teorema 3, p. 11 de [1].

Lema 2.7. Todo conjunto de Borel E C R™ con my(E) > 0 contiene un subconjunto
cerrado F' C E tal que 0 < mqy(F) < 00.

Demostracion (Lema de Frostman). Para probar la primera implicacion, supongamos
que pu € M(A) satisface (2.1). De cada cubrimiento de A por conjuntos de didmetro
menor o igual que é podemos conseguir otro cubrimiento por bolas de didmetro menor
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o igual que 26, ya que cada conjunto del cubrimiento cabe en una bola del doble de
su didmetro. Sea pues {B;} jen un cubrimiento de A por bolas. Entonces

> diam(B;)* > Y u(Bj) > p(A) >0

JjEN JEN
y por tanto mq(A) > 0.

Ahora probaremos la otra implicacion. Sea A un conjunto de Borel en R™ con 0 <
mq(A). Ellema 2.7 garantiza que existe un conjunto cerrado F' C A con 0 < m,, < 00.
Podemos escribir F' = ;en £'N B(0, 7). En particular F'N B(0, j) es compacto para
cada 7 € N. De aqui podemos extraer un conjunto compacto K C F y tal que
0 < my(K) < 00. Por ser mq(K) > 0, existe ¢ > 0 para el cual, para todo cubrimiento

{Ej}en de K, se tiene oy diam(E;)* > c.

Ahora vamos a construir la medida g como limite débil de medidas py. Para cada k €
N consideramos una particién de R™ en cubos de longitud 27*. Primero consideramos
una medida p 1 que, en cada cubo @, es un miultiplo adecuado de la medida de
Lebesgue sobre @, de manera que px,1(Q) = diam(Q)* si QK # 0y pp1 = 0 si
Q N K = (). Para bolas B de didmetro a lo sumo 27 se cumple la condicién (2.1).
Para permitir que se cumpla en bolas de mayor didmetro, modificamos 1 para
obtener i 2. Para cada @) de lado ¢(Q) = 2—k+1 [k = fk,1 siempre que py1(Q) <
diam(Q)*, y si no, modificamos ;1 multiplicando por la constante adecuada para
que pi2(Q) = diam(Q)*. Para py o se cumple (2.1) para bolas de didmetro como
mucho 275+, Continuando este proceso llegamos a un tnico cubo Qo que contiene
a K (podemos elegir la particién al principio de manera que ocurra esto, al ser K
compacto y por tanto acotado). Sobre tal Qo queda definida la medida . Ademas,
pr(Q) < diam(Q)® para todo cubo @ de lado como minimo 27%, ya que en el proceso
de construir p; nunca hemos aumentado la medida. Cada x € K estd contenido en
un Q C Qo tal que pk(Q) = diam(Q)“. De aqui podemos elegir un cubrimiento de K
por tales cubos, maximal (y por tanto por cubos disjuntos) y tal que

(B = 3 Q) = 3 diam(Q)* = ¢ > 0.
J J

Ahora el teorema 2.5 nos permite tomar una subsucesion de (ug)ren que converge
débilmente a p. Para esta medida p, se tiene sopu C K (luego sopu es compacto)
y © cumple (2.1). Falta comprobar que g no es la medida nula (podria serlo, la
convergencia débil no asegura que no lo sea). Sin embargo, u;(R™) > ¢, luego u(R™) >
¢ > 0. Finalmente, u € M(A) puesto que 0 < ¢ < pu(K) < u(A) < pu(R") <oo. O

Una consecuencia de este resultado es que podemos acotar inferiormente la dimen-
sion del producto de dos conjuntos por la suma de las dimensiones de ambos, como
establece el siguiente teorema.

Corolario 2.8. Sean A, B C R™ conjuntos de Borel no vacios. Entonces

dim A +dim B < dim A x B.
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Demostracion. Si 0 < a < dimA, 0 < f <dimBy pu € M(A), v € M(B) son
medidas que cumplen la condicién (2.1) para a y ( (respectivamente), entonces la
medida producto p x v € M(A x B) tiene (ux v)(B((z,),r)) < r*T#, luego también
cumple la condicién (2.1) y por tanto la dimensién de A x B es mayor o igual que
a + B para todos los «a, 8 como los hemos elegido. O

2.3. Integrales de energia

Definicién 2.9. Dado o > 0 y p una medida de Borel en R", se define la a—energia

de p por
Z//!x—yl_adﬂ(w)du(y)-

Lo que vamos a estudiar en esta parte del trabajo es cémo se relacionan estas energias
con la dimension de Hausdorff de un conjunto de Borel. Vamos a empezar enunciando
un lema que necesitaremos para probar el teorema principal de esta seccion.

Lema 2.10. Sea (R", ) un espacio de medida o—finito donde u es una medida de
Borel, y sea f : R™ — R no negativa. Entonces

[ fan=["nlaer: f@) =t

Demostracion. Calculamos con la ayuda del Teorema de Fubini—Tonelli,

/OO {z eR": f(z)>t}) dt_/ /{xew ot du(z)dt =

[ [t = [ rwranc

O]

Observemos ahora lo siguiente. Dado z € R™ y tomando f(y) = |z — y|%, el lema
garantiza que

/ Il‘—yl_adu(y):/ u(yER”: \w—y!_azt)dt:
Rn 0

— > —1/a :u'
_/0 M(B(x,t ) B / Ta_H d T.

a _ p(B(z,r))
/\x—y\ du(y a/ Tdr.

Con esto ya tenemos todo lo necesario para poder probar el siguiente teorema.

Es decir,

Teorema 2.11. Si A C R™ es un boreliano, entonces

dim A =sup{a >0: Jue M(A) t.q. I,(p) < o0}.
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Demostracion. Utilizando el Lema de Frostman, vemos que basta con probar

sup{a >0: Jue M(A) t.q. p(B(z,r)) <r*Voz e R", r >0} =
=sup{a >0: Juec M(A) t.q. Io(p) < co}.

Para probar la primera desigualdad, vemos que si existe una medida g como la del
conjunto de la izquierda, entonces, para 0 < 8 < «,

Is(p) //\x—’ﬂdu )d p(y 5// urﬁﬂ drd () =
-/ (/ e % + /diam(sop(m) Wdr) dp(z) <
=0 / ( dlamsop ))5+1 + /Odiam(sop(u))Wdr> dpu(z) <
<k+5//dlam fﬁ(ﬂ ) drd o) <

diam (sop(p ro
<k:+5// g drdu(z) <

diam (Sop(u)) 51
§k+ﬂ,u(]R”)/ re dr < oo
0

donde k es una constante (finita). Asi, para todo 0 < 8 < «, Ig(p) < co. Ahora com-
probamos la desigualdad contraria. Sea A C R™ de Borel, up € M(A) y supongamos
I, () < 0o. Tenemos

/Rn [z =y dpuly) < oo

para c.t. x € R™. Asi, para cierto 0 < M < oo, el conjunto

Ey = {:EE]R”: / |z —y|”*d u(y) <M}
R7l

tiene medida p positiva. Elegimos M para que K = Ej;NA tenga medida 0 < p(K) <
0o (si no pudiéramos hacerlo entonces I,(p) = 00). Sea v la restriccién de p a Ky

r e K.
B 1 1
(B[ Lasf A<
e B(a,r) B(z,r) | — Y

luego v (B(z,7)) < Mr®. Ahora para x € R™ en general, si B(x,r) N K = () entonces
p(B(z,r)) =0,y si B(z,r)NK # 0 entonces para z € B(x,r)N K se tiene B(z,r) C
B(z,2r) y por tanto

r v (B(z,1)) < 2%(2r)" v (B(z,2r)) < 2°M,
dado que z € K y por lo que hemos visto justo antes. Asi, para € R",
v(B(x,r)) <2“Mr®,

y basta tomar un multiplo adecuado de v que satisface la condicién de Frostman. [J



CAPITULO 3

Medida de Hausdorff y
transformada de Fourier

El objetivo de este capitulo serd demostrar el siguiente teorema, que relaciona la
medida de Hausdorff con la transformada de Fourier mediante las energias que hemos
visto en el capitulo anterior. A lo largo del capitulo siguiente veremos cémo este
resultado es de gran utilidad a la hora de atacar ciertos problemas geométricos, ya que
relaciona la dimensién de Hausdorff con la transformada de Fourier, una herramienta
muy util del andlisis.

Teorema 3.1. Sea p € M(R") y 0 < a < n. Entonces

Lal) =1(n.0) [ @) 2" da

donde y(n,a) es una constante que depende de n y .

Para llegar a este resultado primero tenemos que hablar sobre la transformada de
Fourier de medidas y distribuciones temperadas, sobre el nicleo de Riesz, y explorar
algunas propiedades de la transformada de su distribucién asociada.

3.1. Transformada de Fourier de medidas y distribucio-
nes temperadas

Definicién 3.2. Sea p € M(R™) una medida de Borel. Se define su transformada
de Fourier como

ie) = [ dpta), cer

Las propiedades que cumple la transformada de una medida son similares a aquellas
que cumple la transformada de una funcion.

Definicion 3.3. Se llaman distribuciones temperadas a los funcionales lineales conti-
nuos T : S(]IAQ") — C. Se define la transformada de Fourier de T' como la distribucion
temperada T que cumple T'(f) =T(f).

24
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A algunas funciones g podemos asociarles un funcional, L,, definiendo

= [¢@iga)da, o SE@Y.

En particular, si g € LP(R"), o es suma de dos funciones, una en L,(R") y otra en
L,(R™), 1 <p,r < oo, entonces L, es una distribucién temperada (se puede compro-
bar utilizando la desigualdad de Holder). Un caso importante en el que nos vamos a
centrar es cuando g es el ntcleo de Riesz, una funciéon particular que definiremos a
continuacién y de la cual estudiaremos algunos aspectos.

Nétese que para funciones f € L'(R") o f € L?(R"), la definicién de E\Jr coincide con
la de L+ De esta manera las distribuciones temperadas nos van a permitir trabajar
la “transformada” de funciones sobre las cuales no podemos tomar la transformada

de Fourier. La teoria de distribuciones es muy amplia, y para més detalle sobre lo que
vamos a necesitar se puede consultar el capitulo 2, p. 119 de [7].

Por tdltimo, conviene recordar como definir la transformada de Fourier de funciones
que estdn en LP(R™) con 1 < p < 2. Estas funciones f pueden descomponerse COmo
suma de una funcién f en L'(R™) y otra funcién fo en L?(R™). Definimos f f1 + f2

De este modo, Lf = Lf

3.2. Nucleo de Riesz

Dado 0 < a < n, la funcién
ko :R*" {0} — R

x — |z

se conoce como el niicleo de Riesz. Lo primero que podemos observar es que k,, aparece
en la expresiéon para la energia de una medida de Borel u,

= [ [le=ydu@ duty) = [ [hale — ) dut) du).

Ademas, Lg, define una distribucién temperada. Vamos a justificar que la transfor-
mada de esta distribucién temperada es de la forma

Ly, () = v(n,a) L, _, (),

con el objetivo de utilizarlo mas adelante. Para ello, introduciremos la siguiente igual-
dad para funciones f € L'(R") radiales (esto es f(z) = (|z|) para alguna funcién
w : RZO — (C)a

Fla) = cln) o772 [ 7 0(5) T2 o] )57 ds, (31)

donde c(n) es una constante finita que depende de n, y J(,_g)/2 corresponde a la
funcién de Bessel de orden (n —2)/2. La demostracién de (3.1) se discute en el apén-
dice D. En particular esto garantiza que la transformada de Fourier de una funcién
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radial es también radial. Mas adelante vamos a necesitar (3.1) cuando hablemos sobre

conjuntos de distancias.
De la férmula de inversién para la transformada de Fourier de f € S(R"), se deduce

directamente que f(z) = f(—z), luego f(z) = f(—x), y si f es radial, entonces

f(x) = f(z). Para distribuciones temperadas existe el siguiente resultado analogo.

Lema 3.4. Sea g una funcion que cumple g(x) = g(—=x), localmente integrable, con
distribucion temperada asociada Ly, y cuya transformada de Fourier L, es una fun-

cton localmente integrable. Entonces I//; = L.

Demostracion. Calculamos,
Ly(#) = (@) = Ly(®) = [ 9@)3la dx:/gw(—x)dx:
= [g(-y dy—/g y)dy = Ly(p).

Teorema 3.5. Si 0 < a < n, existe una constante positiva y finita y(n,a) tal que
Ly, =~(n,a)Ly, . Es decir,

/m@:ﬂm@/mﬁw o e S(R™).

Demostracidn. Primero vamos con el caso n/2 < a < n. La funcién ko (z) = |z|™*

estd en L' (R") + L%(R"), ya que

[ @lde<os v [ ko) da < ox,
B(0,1) R”~\B(0,1)

lo cual se comprueba facilmente utilizando la formula de integraciéon en coordenadas
polares (D.1). Asi, su transformada de Fourier se define como la suma de las trans-
formadas de Fourier de estas dos funciones, y por lo tanto estd en L>°(R™) + L?(R™).

La funcién k, es radial y es inmediato comprobar que cumple k. (rz) = r~“kq(x) si
r > 0. De (3.1) se deduce que ks también es radial. Definiendo dr(z) = rz, y junto
con el hecho de que m(ﬁ) — r " f(£/r) (que es sencillo de comprobar), llegamos a
que

TfnkAa(x) = mr(r@ = rfal;:;(rx),

y por tanto kq(rz) = ra*”lg;(x). Asi,

Falz) = (\x|| |) — ol |) = (n, ) |2 = 7 (n, @)kn_a(2),

donde y(n, @) es el valor de k, sobre la esfera unidad, que es una constante debido a
que kq es radial. Por tanto kg () = v(n, a)kp—a(x), luego para toda ¢ € S(R™),

Li, (¢) = /%@ /%w—

= 7(”7 a) / knfagp = ’7(”7 a)Lkn,a (4,0)
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Ahora supongamos que 0 < o < n/2. Entonces n/2 < n —a < n, y se tiene, por el
anterior caso, kn—q(z) = v(n,n —a)kq(x). Asi, utilizando el lema 3.4, llegamos a que

I/J;c( Lka /ka(P 'Ynn_a /kn a‘p_
= (0= )7 [ haaf =200 - @)L, (3) =

=y(n,n — a)*lL/k,\a(go) =v(n,n — a)*lLkn_a ().

Finalmente falta por probar el caso a« = n/2. Sea ¢ € S(R™).

n/2 /kn/zgo / hrn kago— lim ko = lim 7 n,n—a /kzn alp-

a—n/2 a—n/

El paso del limite fuera de la integral estd justificado por el Teorema de la Conver-
gencia Dominada (cuando |z| > 1 basta tomar || como cota, y cuando |z| < 1,
podemos estimar |z|™"? por |z|7®*t"? 0 < § < n/2). Ahora vamos a probar

]

que lim,_,,/97(n,) = 1. Para a # n/2 y tomando p(r) = e~ (que cumple

o(z) = p(x)), se tiene
/kaSD = /katﬁzv(n,a)/kn_agp,

/|x]_°‘ e*”dex:'y(n,a)/]x\a_”e*ﬂxﬁda:.

Tomando limites cuando v — n/2 se obtiene que lim,_,, /5 v(n,a) = 1. Consecuen-
temente se consigue

Lkn/z( )= lim ~(n,n— «) /kn ap = /kn/ng

a—n/2

y sustituyendo,

y con esto queda demostrado el teorema. O

3.3. Transformada de Fourier y energias

Para terminar este capitulo, vamos a demostrar el teorema 3.1.

Demostracion (Teorema 3.1). Sea ¢ € S(R™) con valores reales. Denotamos ¢(x) =
¢(—x). Como ¢ se identifica con una medida que es absolutamente continua respecto
de la medida de Lebesgue, vamos a calcular su energia (como medida) I,(p) para
luego demostrar el teorema para medidas como las de las hipétesis aproximandolas
por funciones que estdn en S(R").

Mediante el cambio de variable z = y — x, se tiene

//k —z)p(z)p( da:dy—//k —2)p(y)dzdy =
:/ka(z)/w(y—z)@(y)dydzz/ka@*@) Z/kaﬁzfﬁ (@)
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ya que @ * ¢ es la transformada de Fourier de $@. Como ademés esto tltimo es igual
a ]cﬁ|2, se tiene, por el teorema 3.5,

I ( na/\xran ) d.
Ahora consideramos 9.(x) = e ™) (z/e) una aproximacién de la identidad con ) €
CP(R™) y tal que [1¢ = 1. Como u es una medida de Borel con soporte compacto,

las funciones p. = 1. * pu son suaves y de soporte compacto, luego p. € S(R™). De
esta manera,

la(pe) =70, 0) [ 12"~ (@) P da = A(n.a) [ 2" [ pla)
= y(m,) [ 1a"™ |G| @) de = y(n.a) [ 1o D) A da.

Ahora dividimos el célculo en dos partes. Si suponemos [ |z|* " |fi(z)|* dz < oo, dado

2
’da::

que ‘@Z(sx)’ — 1 cuandoe — 0y ‘{ZJ\(EHC)‘ < ||| 1, por el Teorema de Convergencia
Dominada se tiene

’ _ a—n |~ 2
tfm I (1) = 9(n, ) [ 217" Jio)

Cuando [ |z|*™" |ﬁ(:ﬂ)|2 dx = oo, por continuidad de ¥ y como 12(0) = 1, existe una
bola de radio R centrada en el origen en la cual ‘@(w)‘ > 1/2. Por tanto,

Talpie) =7(n,0) [ o™ [d(ea) [ [fa) P do >

~y(n, o e
> 10 [ pprrp@Rde o 00 (e )P de = oo
{lz|<R/e}

luego
hmI =v(n,« /|x|a ")) d. (3.2)

Por otro lado,

To(pe) =//ka(y—w)us(w)us(y)dxdyz
— [ [raly =) [vela =2 dutz) [ ety - w) dplw) dady =
— [ [ ([ [ kel = 2ot = 2ty ~ w) drdy ) dpz) d ).

Queremos probar ahora que esto tiende a I,(u) conforme ¢ — 0. Fijandonos en la
doble integral interior y haciendo el cambio de variables u = (x—2)/e y v = (y—w) /e,
tenemos

//ka(y_x)wg(x_z)ws(y—w)dmdy:
://|6(u—v)+Z—w|7a1/1(u)¢(v)dudv,
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Como 1 tiene soporte compacto, el espacio sobre el que integramos es de medida
finita, y |e(u —v) + z — w|™“ tiende a |z — w|™® cuando ¢ — 0 si z # w. También
[ =1, luego la integral interior tiende a |z — w|™“ por el Teorema de Convergencia
Dominada.

Ahora supongamos que I, (u) < oco. Falta ver como intercambiar el limite y las inte-
grales exteriores. Para ello, basta comprobar que

[ [ oty = 20etar — ety ~wydwdy < €z~ wl

para alguna constante positiva (y finita) C. Esta estimaciéon queda en el apéndice
D. Ahora aplicamos el Teorema de Convergencia Dominada (aqui es cuando usamos
I,(p) < 00). De ahi obtenemos

i Lo = [ [ 12 = ™ dp(z) dpa(w) = La(). (3.3)

De (3.2) y (3.3) conseguimos
Lal) = (n.0) [ 1o (@) da.

Cuando I,(u) = oo, aplicando el lema de Fatou,

p— < { 1 =
00 = Ia(p) < lim inf Io(pe)

—timint [ [ ([ [ Faly - 2)oule — 0ty - w)dody ) dut) datw) -

e—0

—nl| 2 a—n |~
—y(ma)timint [ 12" [en)| 3@ dz = 1(n,0) [ 127" i) da.



CAPITULO 4

Conjuntos de distancias

A lo largo de esta tltima parte del trabajo veremos una aplicacion de la transformada
de Fourier a un problema sobre la dimensién de Hausdorff, el de estimar el “tamano”
del conjunto de distancias de un conjunto para el que se conocen ciertas cotas sobre
su dimensién.

Definicion 4.1. Dado un conjunto A C R™, definimos su conjunto de distancias por

D(A) ={|lx —y|: z,y € A}.

Antes de continuar, vamos a presentar la conjetura de Falconer sobre conjuntos de
distancias.

Conjetura (Falconer, conjuntos de distancias). Seann >2 y A C R", con dim A >
n/2 un conjunto de Borel. Entonces m(D(A)) > 0.

El teorema sobre conjuntos de distancias que nos interesa estd intimamente relacio-
nado con esta conjetura, ya que (con la notacién de la conjetura) garantiza que si la
dimensiéon de A es mayor que (n + 1)/2 (en lugar de n/2), entonces el interior del
conjunto D(A) es no vacio, de manera que su medida de Lebesgue en R es mayor
que cero. Para demostrar este teorema, es conveniente definir una medida auxiliar
asociada a cada medida pu.

Definicién 4.2. Sea A C R" un conjunto de Borel y sea p € M(A) una medida de
Borel. La medida §(pn) € M(D(A)) se define como aquella dada por

5)(B) = [y oyl € BY du(a)

para B C R un conjunto de Borel. Equivalentemente, para cada funcion ¢ continua
en R,

[easw = [ [z = o) dut) auty)

Lo que sigue a continuacién son varias observaciones que ponen de relieve algunas
propiedades de 0(u). Més adelante probaremos un par de lemas con el objetivo de
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utilizar todo lo visto en el capitulo para demostrar el teorema que nos interesa sobre
conjuntos de distancias.

Observacién. Si A C R™ es un conjunto de Borel y p € M(A) es una medida de Borel,
entonces

sop d(u) C D(sop p). (4.1)

Vamos a demostrarlo. Sea r € sop (6(u)). Entonces, para todo € > 0,
0.< 80BN = [ [ 10y dn@) duy) (4.2)

Sea F, = {(a:,y) € sop(p) x sop(p) : |z —y| € Be(r)}. Vamos a comprobar que los

conjuntos {F} /, }72; forman una familia de compactos encajados no vacios.
Por (4.2), F. # (). Si &1 < &3 entonces F., C F.,. Ademds, como
F. = (sop(u) x sop(w)) Nd~" (Ir —&,r +¢]),

sop(u) es compacto y d (es la distancia dada por la norma en R"™) es continua, F
es cerrado. Como F. C sop(u) x sop(u), entonces F. es compacto. Finalmente, sea
F = Npen Fijn- Entonces F' # 0, y si (v,y) € F, se cumple |z —y| = r, luego
r € D(sop(1)).

Observacién. Sea f € C§°(R™), que se identifica con una medida (que llamamos f).

Entonces §(f) también se identifica con una funcién. Utilizando el Teorema de Fubini
e integrando en coordenadas polares,

/<Pd6(f) ://80(|93*y|)f(x)f(y)dxdyu::ﬂ
= [ 1) [ ettusty-wydudy =
:/f(:t/)/ooosa(r)/Sn1 Flo—y)do™ @) drdy =
N /ooo S0(’”)/("?71 « )(y)f(y)dydr.

Por tanto §(f) es una funcién que viene dada por
5(0)) = [ (@ N dy. (13)

Otro hecho sencillo de comprobar a partir de la definicién de 6(u) es que si p; — p
débilmente, entonces d(p;) — 6(u) débilmente.

Observacién. Recordando que o7~ ! es la medida sobre la esfera de radio r en R" y
haciendo unos pocos céalculos, llegamos a que

— —

of Hz) = r"lon1(rx), (4.4)
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— .
y oY (z) es una funcién continua (basta comprobar que o™~ lo es, y esto se cumple

por el Teorema de Convergencia Dominada). Ademds, podemos hacer la siguiente
estimacioén,

—

o (a)

para cierta constante positiva C. Veamos cémo demostrarla.

<Coret |x]1_Tn , (4.5)

Comenzamos comprobando que 6™~ ! es el limite débil de medidas §~'m restringidas a
Bs = B(0,1+6)~\B(0,1). Sea ¢ € Cy(R™), entonces, por el Teorema de Convergencia
Dominada,

1+6
. -1 n—1 _
(lsl_rf(lj B55 go(y)dy—%l_r% - 15 / p(re)drdo” (z) =
1+6
= lim 6! " lo(rz)drdoe™ Hz) =
sn—10—0 1
= o(x)do™ L(x).
Sn—1

Por otro lado, tenemos

a”‘l(:z:) _ / efQﬂix-ydo_nfl<y) _ %in(l) 6727Tiz-y571 dy _
Sn—1 — Bs

o —

; 1
= hm 5 /135 TATEY gy = %imo B‘S;Q:).
—

Ahora, utilizando la identidad (3.1) y los siguientes resultados sobre las funciones de
Bessel (ver [7], p. 573 y [9], p. 34),

[T ()] < e(m)t™ Y2, t>0 (4.6)
d m m
1 "Iy (t)) = t" T p—1(2) (4.7)
calculamos,

. s 140
5 (z) = c|a;r72/ 2 0 (27 |2]) d s =
1 2

n— n 1+6
_ c]a:\_(Ter#)/ (2 [z] )"/ Ts (2 |2] 5) (2 [a])d s =
1

146 2m|z|(1+6)
=clz|™ "2 T, 5 (t)dt = ‘”/ /2, t
clz| /1 n2(?) clz| -~ 1 ( ny2(t ))
y por tanto el limite anterior queda
) 1Ba($) L 1 2m|z|(14-6) d /2 _
%lg%) 1) _%E%CLT‘ 0 2m|z| dt ( Jn/Q( )>dt_
n 2m|z|(140)
—n ¢ /2J ( )‘QWIQ?} )
=clz|”" lim =
6—0
—n d n
= 2mc |z|! s (s /2Jn/2(s)) =
s=2m|x|

. 1-n n/2 . 2-n
=Clx| 7" |z JnT—Q(QTI' |z|) = C'|x| 2 JnT—Z(QTI' |x]).
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—

Finalmente, estimamos ‘a”_l(x)

)

tm 1262 | _
d—0 0

—

\anfl(x)] - — Cla| ="

Jazs (27 |2])| < K|z 2"
La desigualdad que aparece en (4.5) se deduce de esta estimacién junto con la iden-
tidad (4.4).

Lema 4.3. Sea A C R™ un conjunto de Borel, n > 2, y u € M(A) una medida de
Borel. Si I(,,41)/2(1) < 00 entonces 6(j) se identifica con una funcion continua.

Demostracién. Para demostrarlo, vamos a tomar ¢ € C5°(R") con [¢ =1,y ¢:(x) =
e "p(z/e). Definimos pe = 1) * u. Entonces p. tiende débilmente a p cuando € — 0,
de manera que 6(juc) tiende a 6(u) débilmente cuando e — 0. Utilizando (4.3) y la
identidad de Parseval,

o —

5(0)r) = [ e e = [ (0 ) =

= T PRI RN SN AP
= [t = [l = [ @ [ ),

Ahora, dado que (;,41)/2(p) < 0o, por el teorema 3.1 se tiene,

/|x!2 ) dz < .

Utilizando esto junto con (4.5), tenemos

10(ke)(r)] <

<O fpllys [ 1ol 7 o) P da < o0

)| [ben] wPde <

y por el Teorema de Convergencia Dominada, llegamos a que
tim () (r) = [ o7 7l
Por otro lado, como 0(u:) — 6(p) débilmente conforme e — 0, concluimos que
o1 | ~2
5()(r) = [ ol

Finalmente, se deduce que 0(u)(r) es continua por el Teorema de Convergencia Do-

minada y la continuidad de o7~ !(z). O

Lema 4.4. Sea A C R™ un conjunto de Borel, n > 2, y u € M(A) una medida de
Borel. Sean R > 0 tal que sop(u) C B(0,R), 0 <n<r <2R y0<t<1. Entonces

L
S [r.r -+ 1)) < € (m, )T )
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Demostracion. Calculamos, utilizando la definicién de d(pu),

6(p) ([ryr +m]) /u {fyeR":r<|z—y[<r+n})du(z /gm*udu

donde g, , es la funcién caracteristica del conjunto {x € R" : < |z| < r +n}. Apro-
ximando p por . como en la demostraciéon anterior, se tiene, por la identidad de
Parseval,

50) (ror+1) = [ g medpe = [ Gl

Haciendo € — 0, tenemos

60) (o)) = iy | g |l = [ g P

Para justificar este limite es necesario aproximar g, por funciones continuas de so-
porte compacto, y usar el Lema de Fatou o el Teorema de Convergencia Dominada
de manera similar a como hicimos para demostrar el teorema 3.1. Ahora, dado que
gr.y es radial, aplicando (3.1) tenemos

r+n
Gran(a) = elal "2 [ g0y pemlals)s" ds =

)| 9

= c|z| ”/ J(n_g)/g(Qﬂu)u"/ du.
Ed

Utilizando (4.6), n < r y la formula general para el binomio de Newton, llegamos a

la estimacion

(r+n)|z|
‘@(CL’)’ < C‘.’L”_n/ u(n—l)/2 du =

7|l

—©c |x|(17n)/2 ((r + n)(n+1)/2 . T(n+1)/2> <C ’x|(1fn)/2 T(n—l)/277.

Podemos obtener otra estimacién similar utilizando (4.7) y (4.6).

L [l d

|9rn()] =

=c|x|‘”|<u|xr>"/2J a2 ] @)|"] < epn D2 g <02,

Juntando estas estimaciones y el teorema 3.1 llegamos a

80) [y ) < er D72 [ 272 ()] d ot
{2 |z[<1/n}
+cr(”_1)/2/ 2|2 |p(2) P d e <
{z: |z[>1/n}

< Cr(n—l)/Qnt/ (124 2 4 gy
{z: |2|<1/n}
+Cr(n71)/2,’7t/ | "D/ 52 g —
{z: |z|>1/n}

_ cr(n—l)/2nt/’x|(n71)/2+tfn A2 da =

=7(n,(n—1)/2+ 75)_17"(”_1)/277t—7(n—1)/2+t(M)-
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Con este lema ya tenemos las herramientas necesarias para probar el siguiente teore-
ma.

Teorema 4.5. Sea A C R"™ un conjunto de Borel, n > 2.

(i) Sidim A > (n+1)/2, entonces Int D(A) # 0.
(i) Si(n—1)/2 <dimA < (n+1)/2, entonces dim D(A) > dim A — (n —1)/2.

Demostracion. Primero demostramos la parte (7). Dado que dimA > (n + 1)/2,
entonces, por el teorema 2.11, podemos encontrar p € M(A) tal que I(nH)/g(u) < 0.
Utilizando el lema 4.3, d(u) se identifica con una funcién continua, esto es, si B C R
es un conjunto de Borel,

560(B) = [ s(u)(r)dr
y 0(p)(r) es continua. Por tanto, utilizando, (4.1),
5(1)71 ((0,50)) = {r € R: 8(u)(r) > 0} C s0p (1) C D(sop ) < D(A).

Finalmente, como §(u)(r) es continua, 6(u) ! ((0,00)) es abierto (y no vacio) y estd
contenido en D(A), luego Int D(A) # 0.

Ahora pasamos a la prueba de (ii). Como dim D(A) > 0 si A # (), podemos suponer
dimA > (n—1)/2. Sea 0 < t < 1 tal que dim A > (n — 1)/2 + t. Entonces, por el
teorema 2.11, podemos encontrar y € M(A) con sop(p) C B(0,R) y Ian_H(u) < 00.
Utilizando el lema 4.4, se tiene

S(u)([r,r +n]) < O,

para 0 < n < r < 2R y C una constante finita que depende de Ry n. Sea e > 0y
{1;};en un cubrimiento de D(A) por intervalos (bolas) cerrados de diam I; < e. Para
cada j € N, I; = [aj,a; + n;]. Para aquellos I con a; > n; podemos estimar 6(u)(1;)
y razonar de manera similar a como hicimos en la primera parte de la demostracion
del Lema de Frostman. Sin embargo, para poder adaptar completamente ese razona-
miento, necesitamos algo mas de trabajo. Observamos que si a; < n; < €, entonces
a; +1nj < 2, luego I; C [0, 2¢]. Denoto P = {j : a; > n;}. Entonces,

> (diam I;)" = > (diam ;)" + Y (diam I;)" > ) " (diam I;)" >

jep jepe jepr
>3 Co(u) (1)) = Co(u)(D(A) ~ [0,2¢]) >
jEP

> C [5()(D(A)) — 5(u)([0, 2¢])]

y tomando infimos sobre los cubrimientos de D(A) y limites cuando € — 0, se tiene
mi(D(A)) > Ké(u)(D(A)) > 0. Asi, dim D(A) <t <dimA— (n—1)/2. O

Ahora veremos cémo la parte (7) del teorema no se sostiene necesariamente si dim A <
n/2. Para ello, vamos a encontrar un conjunto C' con dimensién dimC < n/2 y
dimC < 1.
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Ejemplo. Paran > 2y 0 < a < n/2, existe un conjunto compacto C' C R™ con
dim C = oy dim D(C) < 2a/n.

Sea (my)ken una sucesion de niimeros naturales que cumple my4q > mi Definimos
Cr = {x eER": 0<z; <1y 3Ip; €Zt.q. |z;—p;j/mi| < m;n/a, j= 1,...,n}.

Cada Cj es un conjunto formado por “pequenos cubos” alrededor de cada punto
en la copia dilatada de Z™ que cae dentro o lo suficientemente cerca de [0,1]™. Sea
C =i Ck. Entonces dim C' = « (ver Teorema 8.15, p. 132 de [6]).

También se tiene D(C) C Ni=; D(Ck). Sea d € D(C) tal que d = |z — 2’| € D(C})
para z,z’ con enteros p; y p;-, Jj = 1,...,n que satisfacen |z; — pj/my| < m,:n/a y

/% Denotamos p= (p1,-pn) y o = (p},...,p,). Entonces es

/ / —-n
Ty _pj/mk‘ < my
facil observar que

|d — |p/my — p' ]| < 20m; ",

Ja

es decir, cada d € D(C) estd contenido en un intervalo Iy ; de radio 2nm, """ y
centro |p/my — p'/my|. Ademds, la cantidad de elementos en D(C') que son de la
forma |p/my — p’/my| tiene que ser finita, ya que |[p/mg| < 2ny |p//mi| < 2n (se
obtiene facilmente de la definiciéon de p,p’). Por tanto, basta conseguir una cota
para la cantidad de distancias del tipo |p — p'| para acotar la cantidad de intervalos
que necesitamos para cubrir D(C)) D D(C). Para ello, como la funcién z +— z? es
biyectiva en [0, 00), tenemos,

Card{|p—p'| : p,p' € Z", |p/mul,|p'/my| < 2n} =
= Card{lp—p’|2 cp,p €2, Ip/myl, [P /] < 2n},

y como |[p—p/ |2 es un ntimero entero y es como mucho < 16n?m2, este cardinal es
menor o igual que 16n2mi. Por tanto como mucho hay 16n2m% distancias distintas
del tipo |p — p/|. Esto implica que no puede haber més de 16n2m,% centros para los

intervalos Iy j, luego D(Ck) D D(C) puede ser cubierto por 16n?m;} intervalos de

/

.7 —n/a z .
diametro 4nm,, . Asi, se tiene

o0

aa(DICY) < Jim 3 i T 7 <
< kh'm 16n2mi(4nm;n/a)2"‘/” = 16n2(4n)>/" < oo,
—00

de donde se deduce que dim(D(C)) < 2a/n.

El teorema 4.5 fue probado por Falconer [5], con la conclusiéon m(D(A)) > 0 en
lugar de Int D(A) # (). Méas tarde, Wolff [11] demostré que m(D(A)) > 0 se sigue de
dimA > n/2+1/3 si n = 2 y M. B. Erdogan [3] lo probé para todo n > 3. En la
actualidad, la conjetura de Falconer sigue abierta. El resultado maés reciente sobre la
conjetura de Falconer ha sido recientemente demostrado por Xiumin Du, Larry Guth,
Yumeng Ou, Hong Wang, Bobby Wilson y Ruixiang Zhang [2].
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APENDICE A

La medida de Hausdorff y la
medida de Lebesgue

A.1. Teorema 1.7

Demostracion (Teorema 1.7). Es preciso demostrar que los conjuntos cerrados en X
son medibles, y como p* es medida exterior, basta probar que para todo F' cerrado y
todo conjunto A, p*(A) > p*(ANF)+ p*(ANF°). Sea FF C X un conjunto cerrado
y AC X con p*(A) < co. Para cada n € N,

An:{xchﬂA: d(:c,F)Zl}.
n

Asi A, C Apy1 y Upli A = {z € F°NA: d(z,F)>0}. Como F es cerrado,
{z: d(z,F) = 0} esta contenido en F, y, por tanto, F¢ = {z : d(z,F) > 0}. Ahora,
como A, C A, d(F,A,)>1/ny u* es una medida exterior métrica, se tiene
WH(A) = (PO AYU Ag) = 0 (F 1 A) + 1 (A,).
Ahora basta comprobar que lim,_,o, u*(A,) = p*(F°N A) para terminar la demos-
traciéon. Para esta parte defino B,, = A, 11 N A, y observo que
1 1 1
d(Bpy1,Ap) > — — =
(Bne1, n)_n n+1 nn+1)

y como Bop U Agp_1 C Asgy1, se tiene
p(Agry1) = p' (B U Ag—1) = p* (Bak) + 1" (Agg—1),

donde hemos usado que p es una medida exterior métrica. En particular esto implica
que

k
1 (Ager) = Y p*(Baj)
7=1

y argumentando de la misma manera sobre A se llega a

k
1 (Aag) ZZ (Baj-1)

39
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Como p*(A) < ooy A, C A entonces las series 3 " (Ba;) y 3, p* (Baj—1) son ambas
convergentes y por tanto lo es también }; p*(Bj). Ademas

A, CF°NAcC AUl Bj,
j=n

luego
(o]

P (An) < pt(FC0 An) < (An) + 3 i (By)

y basta tomar limites para ver que lim,_, p*(An) = p*(F¢N A). O
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A.2. Propiedad 1.12

Primero veremos la demostraciéon de la propiedad 1.12 por ser més directa (y més
corta). Para ello se presentan tres lemas previos y después la demostracién de la
propiedad.

Lema A.1. Sea B = {Bjy,..., By} una coleccion finita de bolas abiertas en R™. En-
tonces existe una sub—coleccion {By,, ..., B;, } C B que satsiface

N k
m (U Bl> < 3"y m(By,).
=1 j=1

Es decir, siempre podemos encontrar una sub—coleccién de bolas disjuntas que cubren
una parte de lo que cubren las bolas de la coleccién original.

Lema A.1. Tomamos B;, en By, ..., By como la bola de mayor radio. A continuaciéon
consideramos B’ como la coleccién de bolas que resulta de eliminar B;, de B y aquellas
que intersequen a B;,. Todas estas estan contenidas en una bola Bil con igual centro
que B;, y de radio 3 veces el de B;,. Para B’ hacemos el mismo procedimiento
y obtenemos B;, y BiQ, y continuamos haciendo esto como mucho N veces hasta

k
conseguir la coleccion {Bij}, de bolas disjuntas. Para demostrar la desigualdad

observamos que como toda bola B de B interseca a alguna de las B;; y su radio es
menor que el de esta. Se tiene B C B;; y por tanto

O]

Definicién A.2 (Recubrimiento de Vitali). Una coleccion {Bq} cp €5 un cubrimien-
to de Vitali de un conjunto E si para cada x € E y cada n > 0 existe una bola B, de
al coleccion tal que x € B, y m(By) < 1.

Lema A.3. Sea E un conjunto de medida finita y B un cubrimiento de Vitali de E.
Entonces para todo § > 0 existen B, ..., By bolas de B disjuntas y tales que

N
Zm(Bi) >m(E) — 0.
i=1

Demostracién. Dado 6 > 0, comenzamos tomando cierto E' C E compacto apropiado
para tener m(E’) > §. Por ser compacto, podemos encontrar un sub-recubrimiento
finito de B que recubre E’, y por el lema A.1, de este recubrimiento podemos extraer
una sub-coleccién de bolas By, ..., By, tales que N m(B;) > 3~ "m(E') > 37"4.

Ahora consideramos dos posibles opciones: o bien >N m(B;) > m(E) — 4, en cuyo
caso ya habrfamos terminado y basta tomar N = Ni, o bien YN, m(B;) < m(E) —
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6. En este caso vamos a considerar By = E ~ UM, B;, y como m(B;) = m(B),
tenemos m(FE2) > §. Ahora volvemos a repetir el procedimiento anterior: escogemos
E), compacto y con m(E}) > 4, y como las bolas de B que no intersecan a Uf\QIE
siguen cubriendo Ey podemos hacer lo mismo que antes y encontrar By, 11, ..., Bn,
tales que Zz]'V=2N1+1 m(B;) > 37"9 y asi llegamos a la coleccién {B;}y, que cumple
iy m(By) > (2/3").

Llegados a este punto podemos hacer lo mismo para elegir N3 y continuar o darnos
cuenta de que podemos parar. Si seguimos iterando hasta la k-ésima etapa y no
hubiésemos parado antes, llegariamos a una coleccién finita de bolas cuyas medidas
suman una cantidad menor o igual que (k/3")d, y podriamos seguir hasta conseguir
que (k/3™)6 > (m(E) — 9), y en ese caso tendriamos lo que buscamos,

Zm(Bz) >m(E) — 0.

i=1
O

Observacion. En el lema anterior podemos elegir las bolas para que estén contenidas
en A (esto es porque el cubrimiento es de Vitali) y de manera que m (E ~ Ufil Bi) <
20. De hecho, podemos elegir un abierto A tal que £ C A con m(A ~\ E) < § y por
tanto (E ~ U?;l BZ-) U UZ»]\LI B; C A es una unién disjunta. Asi, se tiene

N N
m (E ~ U BZ-) <m(A) - Zm(BZ) <m(E)+ 06— (m(E) —9) = 20.

i=1 =1

Lema A.4. Dado E CR" y§ > 0, para todo € > 0 existe un recubrimiento por bolas
{B;};2, de E tal que diam B; <6 y 32, m(B;) < m(E) +e.

Demostracion. Utilizando la observacién anterior, primero consideramos E medible,
con lo cual dado €’ > 0 elegimos A abierto tal que E C Ay m(ANE) <¢'y By, ..., By
tales que m (E ~ Ui]\il Bi> < 2¢e. Teniendo esto en cuenta, llamando U = UL By
dado que U C (U \ E) U E es una unién disjunta y F'U (U \ E) C A también es
disjunta, se tiene

m(U) <m (U~ E)+m(E) <m(ANE)+m(E) <m(E)+¢€.

Ahora para terminar de cubrir E falta cubrir U \ E, cuya medida es 2¢’. Para ello
tomamos {Qj};il una coleccién de cubos de lado [; > 0 que cubren U \ E y con
>, < 3¢’ (lo podemos hacer por la definicién de la medida de Lebesgue). Ahora
cada uno de los (); estd contenido en una bola de radio /;, digamos B}, de manera

o0

que podemos recubrir U ~\ E por la coleccién {Bg} | ¥ como m(Bj) = al™ para
j:

algiin a € R entonces }_; m(Bé) < a¢’. Por tanto E queda recubierto por {B;}, la

unién de ambas familias de bolas, que ademas cumple

im(Bj) <(B+a) <e
j=1
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tomando ¢’ adecuadamente, y esto vale para todo € > 0. Ademds, por ser un re-
cubrimiento de Vitali, podemos ajustar el didmetro de las primeras N bolas como
queramos (para que sea menor que ¢ > 0 para cualquier eleccién de §), y para el resto
de bolas basta tomar 2v/21 < 6. O
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A.3. Propiedad 1.11

Para demostrar la propiedad 1.11 es necesaria la desigualdad isodiamétrica, y para
demostrarla es necesario ver la simetrizacién de Steiner. Por esa razén esta parte
vendra dividida tres etapas. La primera tratard la simetrizaciéon de Steiner y las
propiedades que vamos a necesitar, en la segunda se ve (y se prueba) la desigualdad
isodiamétrica, y la tercera trata la demostracién de la proposicién en si.

A.3.1. Simetrizacién de Steiner

La idea tras la simetrizacién de Steiner es facil de visualizar en R2. Dado © un
dominio acotado en R? (en general en R™), cortar {2 con una recta L (en general con
un hiperplano L) y considerar las secciones formadas por la interseccién de € con las
rectas perpendiculares a L, R, (que parten de cada punto b € L N ). Esto resulta
en varios segmentos, que se disponen de manera que el punto medio del segmento
quede sobre L en el punto b = L N Ryp. Intuitivamente lo que conseguimos con esto es
construir un conjunto con la misma medida que §2 pero que tiene mejores propiedades
que €.

Figura A.1: Simetrizacién de Steiner

Ahora vamos a ver como formalizar esta idea y cudles son las propiedades que tiene
y nos pueden interesar para demostrar la proposicién.

Definicién A.5. Dados a,b € R™ con ||a|| =1, definimos

1. L ={b+ta: t € R} la linea con direccion a y que pasa por b.

2. P,={z€R": x-a=0} el hiperplano perpendicular a {a} (y que pasa por el
origen).
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Esta definicién tnicamente introduce la notaciéon que utilizaremos a lo largo de esta
seccién. A continuacién definimos la simetrizacién de Steiner.

Definicién A.6 (Simetrizacién de Steiner). Sean A C R™ y a € R™ con ||al| = 1. Se
define la simetrizacion de Steiner de A con respecto a P, como

1
Sa(A) = U {b+ta: It| < 2m’{(AﬁLg)}.
beP,
ANLE#0

Proposicién A.7 (Propiedades de la Simetrizacién de Steiner). Sea E C R" y a €
R™ con ||la|| = 1. Entonces
I diam F < diam S, (FE).

II. Si E es Lebesgue-medible, también lo es So(E) y m (Sa(E)) = m(E).

Demostracion.
Prueba de [

Podemos suponer diam E < oo y E cerrado, pues diam £ = diam E. Fijado ¢ > 0,
tomamos z,y € Sq(F) tales que

diam S,(E) < ||z — y| +e.

Escribimos b = =z — (z - a)a y ¢ = y — (y - a)a, de manera que b,c € P,. Ahora
definimos r =inf{t: b+ta € B}, s=sup{t: b+ta€ E},u=inf{t: c+ta € E}
yv=sup{t: c+ta € E}. Sin pérdida de generalidad podemos asumir v —r > s —u.
Asi,

1 1 1 1
> Ty — (g —a) > Z(s — Ay —
v 7“72(21 r)+2(s u)72(s 7“)—1—2(1) u)

1 1
> §m>f(E NLy)+ §m>{(E NLY).

Ahora bien ||z - al| < (1/2)mi(ENLE) v ||y -a| < (1/2)mi(E N LE) de manera que
v—r=lz-al+lly-all = |z-a-y-a.
Consecuentemente,
. 2 2 _ 2 2
(diam S (E) — )" < [lz —y[" = b ="+ [[z-a -y -al” <
< o=l + (v =) = [[(b+ra) = (c+va)|* <
< (diam F)?
ya que por ser E cerrado, b+ ra,c+ va € E. Como la eleccién de € es arbitraria, se
tiene diam S,(E) < diam E. Ademés hemos utilizado que la medida de Hausdorff de

un segmento en R™ es su longitud. Esto es consecuencia directa de la propiedad 1.10
de la medida de Hausdorff.
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Prueba de I1

Dado que la medida de Lebesgue en R™ es invariante por rotaciones, podemos asumir
a=e,=(0,..0,1),y P, = P., es una copia de R"~! en R". Definimos la siguiente
funcién f: R"' — R con f(b) = mi(E N L{). La funcién f es medible (pues E es
medible y L;" también) y por el Teorema de Fubini m(E) = [g.—1 f, y por tanto
—f(b) f(b)

2 <y < I 0.0 1nE-0)

5u(E) = {b.0):

es medible (es la “region bajo la grafica de f7). Asi,

A.3.2. Desigualdad isodiamétrica

La desigualdad isodiamétrica establece que de entre todos los conjuntos de didmetro
d, la bola (de didmetro d) es el de mayor volumen. Uno puede estar tentado a decir
que todo conjunto de didmetro d esta contenido en una bola de didmetro d, y con
esto la desigualdad es facil de demostrar, sin embargo esto no es cierto. Sin ir mas
lejos, un triangulo equilatero de didmetro d en el plano no esta contenido en ninguna
bola de didmetro d. Para probar este resultado se utiliza la simetrizacién de Steiner:
se simetriza el conjunto con respecto a cada uno de los vectores de la base canénica
de R™ para obtener un conjunto simétrico que tiene la misma medida que el conjunto
original pero este si estd contenido en una bola de didmetro d.

Teorema (Desigualdad Isodiamétrica). Sea E C R™ y B wuna bola de didmetro
diam B = diam E. Entonces

m(FE) < m(B).

Demostracién. Podemos suponer que diam E < oo. Sea {ey,...,e,} la base canénica
de R". Definimos Ey = S¢,(E),E2 = Sey(E1), .o, By = Se, (Epn—1) y E* = Ep, el
resultado de haber simetrizado E con respecto a cada uno de los vectores de la base.

La primera observacién que hacemos es que E* es simétrico respecto del origen. Es
decir, z € E* = —x € E*. Para verlo es facil darse cuenta de que E; es simétrico
respecto de P, . Fijado k < n supongamos que Ej, es simétrico respecto de P, ..., P, .
Para k+1 es facil ver que Ey1 = Se,,, (E) es simétrico respecto de P, , ;. Queremos
ver que también lo es respecto de todos los P, para 1 < j < k. Para ello, fijamos j.
Definimos S; : R™ — R"™ para que sea la reflexién respecto ;. Sea b € P, ,,. Dado
que Ej es simétrico respecto de P, se tiene S;(Ex) = Ey y como S; es inyectiva, es

una isometria (por tanto conserva el didmetro) y S;(L;*™) = Lg’ffbl). Tenemos
J

mj (Ek N LZ’““) =m] (Sj (ExN sz+1)) =m]j (Ek N L;ﬁ?&))
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y por tanto
{t b+ texsr € Ek—i—l} = {t : Sj(b) + teg+1 € Ek+1} .
Asi By 1 = Sj(Ek41) y Ery1 es simétrico respecto de Pe; y por induccion llegamos a

que E* es simétrico respecto de P, , ..., P, y por tanto lo es respecto del origen.

La segunda parte de la prueba consiste en utilizar lo que acabamos de probar para ver
que E* estd contenido en una bola de diametro el de E*. Observamos que, al ser E*
simétrico respecto del origen, si z € E* entonces —z € E* y por tanto diam E* > 2||z||
para todo x € E*. Esto es

diam E*
Vee E*: |z|| < la#,

luego E* C B’ = B(0, diam E*/2).

Para terminar, vamos a ver que m(E) < m(B). Observamos lo siguiente,

m(E) =m(E*) <m(B')=a (dun;lE*)" <a (diaran)” = m(DB)

para alguna constante a € R (que depende de n), y B la bola que aparece en el
enunciado (centrada en el origen). O

A.3.3. Propiedad 1.11

Ahora que podemos utilizar la desigualdad isodiamétrica vamos a demostrar la pro-
piedad que nos ocupa.

Demostracion (Proposicion 1.11). Comenzamos viendo que m(E) < ¢,m,(E). Dado

d > 0 elegimos una familia {F}};-, que recubre E y con diam F}, < 4. Utilizando la
desigualdad isodiamétrica

m(E) < im(Fk) < icn(diam Ep)"

k=1 k=1
y si tomamos infimos
(e} (e}
m(E) < ¢y, Inf {Z(diaka)" : EC U Fy, diam Fj, < 5} = c 1o (E).
k=1 k=1

Basta tomar el limite cuando § — 0 para conseguir la desigualdad.

Para la desigualdad contraria no hace falta trabajar mas, ya que nos la garantiza la
primera desigualdad de la proposiciéon 1.12. O



APENDICE B
El triangulo de Sierpinski

Lo que vamos a demostrar en este apéndice es que la dimensién de Hausdorff de S es
log 3/log 2. Para ello conviene recordar la definicién de S, dada en el apartado 1.4.2.
La demostracién de este resultado es similar a la que mas adelante veremos de un
teorema que establece cudl es la dimensién de Hausdorff de ciertos conjuntos (entre
los cuales se encuentran C y §). Vamos a introducir algo de notacién y enunciar un
lema para poder probar el resultado més adelante.

Notacién. Diremos que el vértice inferior izquierdo de un triangulo es el vértice del
tridngulo. Notemos que con esta eleccién, en el paso k de la construccién de S se
tienen 3* vértices.

Lema B.1. Sean § >0 y B = {Bj};.vzl un cubrimiento de S por bolas de didmetro
menor que § y sea k € N. Si B € B es tal que

27! < diam B; < 27!

para algin | < k entonces B contiene como mucho ¢3*~" vértices del paso k.

Aqui ¢ denota una constante cuyo valor no es especialmente relevante para lo que
vamos a querer demostrar. Antes de nada conviene ver que podemos recubrir S por
bolas de didmetro menor que J, y por ser compacto siempre podremos extraer un
recubrimiento finito, de manera que siempre estaremos en las primeras condiciones
del lema.

Demostracion (Lema B.1). Sea B* la bola concéntrica a B pero cuyo didmetro es 3
veces el de B. Sea Ay un tridngulo del paso k cuyo vértice v se mantiene en B. Si A]
denota un tridngulo del paso [ que contiene a Ay, entonces como diam B > 27!, se
tiene A) C B* y en particular v € Ay C A} C B*.

Ahora veamos que B* puede contener como mucho ¢ tridngulos distintos del paso [.
Estos tridngulos tienen interiores disjuntos y su area es ¢47!, y B* tiene area menor
o igual que ¢’47!, de manera que como ¢ y ¢’ son comparables, como mucho en B*
hay ¢ tridngulos distintos del paso I.

Por tltimo, como cada Aj contiene 3%~ tridngulos del paso k, B puede contener,
como mucho, ¢3*~! vértices de tridngulos del paso . O
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Teorema (Dimensién de S). El triangulo de Sierpinski S tiene dimension de Haus-
dorff a =log 3/ log 2.

Para demostrarlo vamos a comprobar que 0 < m(S) < oo para a = log3/log2, de
manera similar a como hemos demostrado el anterior teorema.

Demostracion. La desigualdad mq(S) < 1 se sigue de la construccién de S. Dado
§ > 0, existe K € N tal que 275 < §. Como Sk cubre S y estd formado por 3%
tridgngulos de didmetro 275 < §, tenemos

HO(S) < 3K (27 K)yr =1,

La desigualdad m(S) > 0 es algo mas complicada de demostrar. Es facil observar que
cualquier conjunto que forme parte de un recubrimiento por conjuntos de didmetro
menor que /2 estd contenido en una bola de didmetro 0 y por tanto basta demostrar
que si {B; }jvzl es un cubrimiento de S (que es compacto) por bolas con diam B; < 4,
entonces

N

Z(diam Bj)* > c>0.

j=1
Podemos suponer que tenemos tal recubrimiento. Consideramos el minimo didmetro
de Bj y elegimos k de manera que

2% < min diam B; < 9~ k+l
1<j<N

I+1

Ahora si N; denota el ntimero de bolas que satisfacen 27! < diam Bj; <27, entonces

N

> (diam Bj)™ > > N2,
l

=1

y por el lema B.1 el ntimero total de vértices de tridngulos del paso k£ que pueden
cubrirse por {B;} es menor o igual que ¢Y"; N;3¥~!. Como los 3% vértices del paso k
estan en Sy todos los vértices estan cubiertos por {B;},

> N3l > 3k
l
de donde se obtiene
Y N3 > (.
!
Ahora, recordando que « es tal que 2% = 3, se tiene

N
> (diam B;)* > > N2 =3 N3 > > 0.
j=1 l l

Tomando infimos sobre los cubrimientos y el limite cuando & — 0, se tiene la des-
igualdad que deseamos para terminar la prueba. O



APENDICE C
Distancia de Hausdorff

A continuacién presentamos la prueba de la proposicién 1.25. Para entenderla con-
viene recordar la definicién 1.24.

Demostracion (Proposicion 1.25).
Prueba de [
La implicacién de derecha a izquierda es muy sencilla de comprobar, y para la con-
traria, 0 = dy (A, B) implica
V5>0356{6: ACB‘SyBCA(S} con § < e.
Es decir, para todo e >0, A C By B C A®. Por tanto B C {z: d(z,A) =0} = A
yAC{x: d(z,B) =0} = B, luego A = B.
Prueba de I1
Es trivial.
Prueba de II1

La desigualdad triangular establece d(a,b) < d(a,c)+d(c,b) paraa € A,b € B,c € C

cualesquiera. Por tanto si tomamos infimos en los b € B, usamos d(c, B) < sup d(c, B)
ceC
y finalmente tomamos infimos en ¢ € C, llegamos a

d(a, B) < d(a,C) + sup d(c, B)
ceC

y usando d(a,C) < sup d(a,C), se tiene
acA

d(a, B) < sup d(a,C) + sup d(c, B).
acA ceC

Cada uno de los sumandos de la derecha se puede mayorar por el maximo

d(a, B) < max {sup d(a,C),sup d(c, A)} + max {sup d(c, B),sup d(b, C)}
acA ceC ceC beB

y esto es lo mismo que

d(a,B) <dy(A,C)+dg(C,B).

20
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Tomando el supremo en los a € A se tiene

sup d(a7 B) < dH(A> C) + dH(Cv B)
acA

De manera similar podemos fijar b a la izquierda de la desigualdad triangular y
llegamos a

sup d(b,A) < dy(A,C)+dy(C, B).
beB

Podemos estimar ambas cantidades por la suma de las distancias de Hausdorff, de
manera que es posible estimar el maximo de ambas, max {sup d(a, B),sup d(b, A)}
beB

acA
por la misma cantidad, pero esto es di (A, B), luego

dH(A, B) < dH(A, C) + dH(C, B)

Prueba de IV

Para empezar vemos que

dy (S(A),S(B)):méx{ sup d(sa,S(B)), sup d(sB,S(A))}

sA€S(A) speS(B)
y
sup d(sa,S(B)) = sup d(Si(a),S(B))
SAGS(A) z:OiGAm
sup d(sp,S(A)) = sup d(S;(b),S(A)).
sB ES'(B) j:ble..B m

Ahora, tomando infimosen b€ B, j € 1,....m,

d(Si(a), 5(B)) = g (5@, 55(00) < o d(Sila), 5:0) =

=r inf d(a,b) = rd(a, B
r inf d(a,b) = rd(a, B)
y basta tomar supremosena € Aei=1,....m

sup d (Si(a), S’(B)) < sup rd(a, B).
i:CiEAm a€A

De manera similar se obtiene la desigualdad

sup d (Si(b), S(A)) < sup rd(b, A).
_beB beB
J=4...,m
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Ahora volviendo la distancia de Hausdorff de S(A) y S(B) podemos hacer las siguien-
tes estimaciones

dy (S‘(A),S’(B)) = mfix{ S%IzA)d(sA,S’(B)), S%IEB)d(sB,S(A))} <

< méx { sup rd(a, B), sup d(sp,S(A))} <
acA SBGS(B)

< méax {sup rd(a, B),sup rd(b, A)} <
acA beB

<rdg(A, B).



APENDICE D

La transformada de Fourier

D.1. Calculo de la transformada de una funcién radial

En esta parte veremos cémo se desarrolla el calculo del cual se obtiene la expresién
(3.1). Supongamos que f € LY(R") es de la forma f(z) = 1 (|x|) para alguna funcién
1 : R>9g — C. Empezaremos introduciendo la férmula de integraciéon en coordenadas

polares,
/n fly)dy = /an (/OOO fraz)rmt dr) do" (z). (D.1)

Ahora, fijado e € S"!, y para cada 0 < 0 < 7, sea Sy = {z e Sl e.x =cos 6}. El
conjunto Sy es una esfera (n — 2)-dimensional de radio senf. Si x = (x1,...,zy), € =
(e1,..,€n),

n

n n n
Z(a:l —e;cos0)? = Za:lz +cos292612 - 22@@0080 =
i=1 i=1 i=1

i=1
=1+4cos?0 —cosf(z-e) =1+ cos?f — 2cos® f = sen? 6.

Asi,
0" 2 (Sp) = b(n)(sen §)" 2,

sen 6

donde b(n) es la medida de la esfera (n—2)-dimensional, b(n) = 6" 2(S"~2). Ademas,

Usefo,7] S0 = S"~1 vy es una unién disjunta, luego, para g € L'(S"~1),

/SH g(z)do" () = /OW (/SG g(x) dage;g) de. (D.2)

Vamos ahora con la transformada de f. Utilizando (D.1) y el teorema de Fubini, se
tiene

fro = [ fwemveay= [ ([ fsmsrte e ds ) don i) -

= /OOO P(s)s™ ! (/Snl e 2mirsew da"_l(x)> ds.

93
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Dado que sobre cada € [0,7] la funcién e=27"5¢% es constante (e - = cosf), la

integral sobre S"~! se puede calcular més ficilmente de la siguiente manera utilizando
(D.1).

/Snil e—27rzrse‘:c da"_l(x) — /0 e—?mrs COS&O’;;%(S&) do =
_ b(n) /7r ef2piirsc059(sen 9)7172.
0
Ahora, introduciendo el cambio de variable cos§ — —t, llegamos a

, 1 .
/ 1 e—27rzrse~:c dUn_l(x) _ b(n)/ e27rzrst(1 - t2)(n—3)/2 dt.
N -1

Llegamos a este punto, vemos que la integral se puede expresar en funcicon de las
funciones de Bessel J,, : R>g — R para m > —1/2, dadas por

Tm(w) = g +(u1//22>>n;<1/z> /_11 1yt (D-3)

De esta manera,
/Snil e 2mirsew 4 gn=l(g) = c(n)('rs)_("_Q)/QJ(n_Q)/Q(27r'rs).

~

Basta introducir esto en el cilculo de f(re) para llegar a la expresion (3.1) (con
x = re, para cada e € S*" 1, r > 0).

D.2. Estimacion del teorema 3.1

Vamos a estructurar la demostraciéon de la estimacion
[ [ raly = 2o = ety — w)dady < €l wl ™

en tres partes. Suponemos ¢ € S(R"), ¢)(z) > 0, 0 < a < n. Primero, demostramos
la afirmacién siguiente.

30500 [lo—y ™ wly)dy < Clal ™. (D.4)

Demostracion. Separamos la integral en dos partes.

/|x_1y|a¢(y)dy=/ %w@)dw/ () dy

{lo—y|>[z]/2} [T — Y] {z—yl<lzl/2} |7 —y|*

Acotamos la primera integral.

1 1
/ b dy < [ orably)dy <
{lo—yl>lo/2} [& = ] {le=vlzlal/2) (1)
20 90 20 )
S/ ﬁwydyg*&/wydyzﬁlﬁ =Ci—%g-
{lo—y|=lol/2} |2| W) |z () 7] [19]] 22 I
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Acotamos ahora la segunda integral. Para ello, como 1 € S(R™), existe D > 0 tal
que ¥(y) [y|* < D Yy € R", luego ¢(y) < Dy[™". Ademds, |z| — [y| < [|z| - [y[| <
| —y| < |x|/2, de manera que |z|/2 < |y|. Uniendo todo, tenemos que ¥(y) <
D(2"/|z|"). Por tanto,

1 AL
/ v dy < | D ody =
{le—y|<|x|/2} Ix yl {lo—y|<|x|/2} \w—y\ | | u=y—x

DQ"/ 1 DZ”/ / Loy —
{lui<lzly [ul sn-1 T¢

|z|

— O,nfl(Snfl)‘Dz:lZ ‘/7 T,nflfoz dr =
0

|z

D2V 1 [\
l/gn—1
S —_— p—
( )|x]"n—a<2>

D2" 1 1

= ——0" (8" )=z = Car—z-
n—o« |z| ||

Finalmente tenemos

1 1 1 1
[ bW dy <G + G = C
|z —y| || |z ||
O
Segundo, probamos lo siguiente,
[ [t - wdsay < D.5)
—— (- 2)Y(y—w)drdy < —. .
|z —y| |z — wl

Demostracion. Acotamos la integral interior,

1
/fx—yw¢ 2)d ;;A/hk+z_ypwundu

y utilizando (D.4), se tiene

C
[t = ae < o

Ahora acotamos la integral exterior. Segin acabamos de ver,
1
//Ww(x 2)h(y — w)dxdy</‘ oﬂ/f(y w)dy

y volviendo a aplicar (D.4),

1 o
//Ww(x_zw(y—w)dxdy <=
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Finalmente, probamos la estimacion que aparece en la demostracion del teorema 3.1,
es decir,

2

Ve > 0, //| oﬂbe Z)¢e(y*w)d$dyﬁm

Demostracion.

[ [ gmtea =ty —wydzay =

://ygu a¢s< —z>¢s(v—z_’>dudv:
B A

Ahora aplicando (D.5) con u y v en lugar de x e y (respectivamente), y z/¢ y w/e en
lugar de z y w (respectivamente), conseguimos

1 1 C? C?
|| ot = nly —w)dady € o =
|z -yl e |2 -1

i -t |z — w|
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